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Vorwort

Ein wirkliches Verstdndnis der Mechanik kann man nur durch das
selbststédndige Losen von Aufgaben erlangen. In diesem Sinne ist die
vorliegende Aufgabensammlung als studienbegleitendes Ubungsbuch
konzipiert, dessen Inhalt sich am Stoff der Vorlesungen in Technische
Mechanik an der Universitét fiir Chemische Technologie und Metall-
urgie orientiert. Sie bietet den Studenten die Moglichkeit, {iber die
Lehrveranstaltungen hinaus ihren Kenntnisstand zu iiberpriifen und
zu verbessern.
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Kapitel 1

Krifte mit gemeinsamem
Angriffspunkt

Beispiel. Eine Kugel (Gewicht ) liegt auf einer glatten schiefen Ebe-
ne (Neigungswinkel o) und wird von einer glatten Wand gehalten. Wie
grof} sind die Kontaktkrafte?

N

Losung:
Die schiefe Ebene und die Wand sind glatt. Daher wirken in den

Kontaktpunkten nur Normalkréfte, die mit der Gewichtskraft ein zen-
trales Kréftesystem bilden.
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Freikorperbild

N
o

Gleichgewichtsbedingungen:
G

cosa’

T: Nycosa—G=0— Ny=

—: Ny —Nysina=0 — Ny =Gtana.
Die Kontaktkraft Ny ist grofler als die Gewichtskraft.

Aufgabe 1.1. Ein Korper ist an zwei gewichtslosen Seillen befestigt
(Bild 1.1). An den Enden der Seile muss jeweils die Kraft F' aufgebracht
werden. Wie grofl ist die Gewichtskraft G des Korpers?

Gegeben: F'=1350N; [=15.0m; h=1.0m.
Losung: G = 360N .

F Ly

o~

[
Bild 1.1.

Aufgabe 1.2. Ein Quader (Gewicht G) liegt auf zwei unter den
Winkeln « und 3 zur Waagerechten geneigten, ebenen Flichen auf
(Bild 1.2). Wie gro8 sind die Stiitzkrafte an den Fliachen A und B?
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Gegeben:  =55°; G = T50N.
Losung: Fy = 614.6N; Fp =430.2N.

Bild 1.2.

Aufgabe 1.3. Am Stabsystem (Stab 1 und Stab 2) greift die Kraft
F an (Bild 1.3). Ermiteln Sie auf graphischem und rechnerischem Weg
die Stabkréfte S; und Sy in den Stéaben.

Gegeben: F' = 1kN;a = 30°.
Losung: S = —2kN; S, = 1.73kN.

/

2
a

Bild 1.3.

Aufgabe 1.4. Drei zylindrische Korper (Gewichtskrifte G;) liegen
wie dargestellt in einem Kanal (Bild 1.4).

1. Man zeichne das Freikorperbild, fiir Wéande, die ideal glatt sind.
2. Wie grof} sind die Kréfte in den Punkten A bis F7?

Gegeben:
di =0.5m; dy=0.Tm; d3=04m;
[ =0.85m.

Losung: Fgp =33N; Fp =9545N; Fr = 100N.
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|\ e

Bild 1.4.

Aufgabe 1.5. Das dargestellte System (Bild 1.5) besteht aus zwei
Stidben, einem Seil und einer drehbar gelagerten Rolle mit der Ge-
wichtskraft F;. Stdbe und Seil sind gewichtslos. Die Rolle ist von einem
Seil umschlungen, an dem die gewichtskraft G wirkt.

Man bestimme die Stabkréfte.

Gegeben: F; = 500N; G =800N; o= 30°.
Losung: Fg1 = 1126.3N;  Fgo = 1692.0N .

a a

7F

Bild 1.5.
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Aufgabe 1.6. In dem dargestellten System (Bild 1.6) sind die Seil-
kréfte in den Ankern A und B zunéchst formelmafig, dan rechnerisch
und durch Zeichnung zu bestimmen.

Gegeben: [ =1m; a=0.57Tm; b=1730m; G =5kN.
Losung: A = 0.866G'; B = 0.5G.

4 A/%

Bild 1.6.

Aufgabe 1.7. Uber die bei A und B reibungsfrei drehbar gelager-
ten Rollen 1 und 2 (Rollenradius a[m]) laft das endlose Seil S, das eine
Schlaufe bildet, in der die mit P belastete Rolle 3 hiangt (Bild 1.7). Die
Rolle 3 beriihrt die starre Wand W im Punkt C.

Ermitteln Sie auf graphischem und analytischem Weg:

1. Die Seilkraft Fs;

2. Die in C' von der Wand W auf 3 ausgeiibte Kontaktkraft Fi.

Gegeben: P =10kN; a=0.2m.

Losung: Fis = 5.86kN; Fo = 4.14kN.

4a

Bild 1.7.
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Aufgabe 1.8. Drei Kugeln (Gewichtskraft G) sind mit drei ge-
wichtslosen Seilen aufgehédngt und stiitzen sich gegenseitig durch ge-
wichtslose Stiabe ab (Bild 1.8).

Man bestimme die Seil- und Stabkréfte.

Gegeben: ¢ = 0.8m; G = 5kN.
Losung: Fsiap, = —2.04kN;  Fge = 6.12kN .

Bild 1.8.

Aufgabe 1.9. Drei gelenkig miteinander verbundene Stdbe (1, 2
und 3) sind in Punkten A, B und C an einer ramlichen Ecke befestgt
und in D durch das Gewicht G belastet (Bild 1.9).

Wie grofl sind die Stabkrifte?

Gegeben: a = 1m; h=141m; G =6kN.

Losung: S; = Sy = 4.24kN; S3 = 8.49kN .

a

Bild 1.9.



Kapitel 2

Schwerpunkt

Beispiel. Aus einer ellipsenférmigen Flache wurde in der dargestell-
ten Weise ein Kreis ausgeschnitten. Gesucht ist der Schwerpunkt der

Restflache.

Losung:

Gesamtschwerpunkt:




16 SCHWERPUNKT

Yy
-
S
%ﬁ x
Teilflachen:
r1=0, 1y, =0, A =mab,
b b )
) 5 Y2 5 2 o5
Einsetzen liefert:
b2 b2
YT Th25a—b) T 5250 —b)

Aufgabe 2.1. Fiir die abgebildeten Profile sind die Koordinaten
der Flachenschwerpunkte zu berechnen (Bild 2.1).

Gegeben: a = 1m.

Losung:

zul. xg =1,95am; yg=2,05am.
zu 2. g =2,28am; ys=17T2am.

zu 3. rg=2am; yg=1,8lam.
A A A

y y y
S o ¥
Q
S S
S (@\] (@\]
al 2a |a X 2a | 2a X 2a | 2a X
1. 2 3.

Bild 2.1.
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Aufgabe 2.2. Fiir die dargestellte Stange (Bild 2.2) mit einer Boh-
rung vom Durchmesser D, ist der Abstand xg zwischen Stangenmit-
telpunkt und Schwerpunkt der Querschnittsfliche zu bestimmen.

Gegeben: Dy = 55mm; Dy = 22mm.

Losung: zg = 2.095mm .

Bild 2.2.

Aufgabe 2.3. Ein rechteckiger Block mit konstanter Breite B, der
Hohe H und der Lange L, der aus einem homogenen Material besteht,
enthélt zwei Bohrungen mit dem Durchmesser D (Bild 2.3).

Wie grof darf der Uberstand maximal sein, damit der Block nicht
um die Kante kippt?

Gegeben: H = 10cm; L =60cm; D = 5cm.

Losung: a = 28.9cm .

o[~

O O | ag =

Bild 2.3.



18 SCHWERPUNKT

Aufgabe 2.4. Eine homogene Platte (Bild 2.4) konstanter Dicke

hat eine Bohrung vom Radius § und ist auf eine horizontale Ebene

gesetzt.
1. Welcher Winkel o der Achse gegen die Unterlage stellt sich im

Gleichgewichtzustand ein?
2. Fiir welches Verhéaltnis % ist > 07

Gegeben: h; 1.

32 h?
Losung: tana = — (2 — — | .
3 r2

Bild 2.4.

Aufgabe 2.5. Ein Gehstock wird an einen Tisch gehdngt (Bild 2.5).
Welcher Winkel « stelt sich ein?
Gegeben: r; [ =10r.
s

Losun ‘tana—i—l——
& 12T

Bild 2.5.
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Aufgabe 2.6. Die inhomogene Fliche in Bild 2.6 besteht aus den
Teilflichen 1, 2 und 3 (Dichte der Teilflichen p;). Berechnen Sie die
Koordinaten xg und yg des Gesamtschwerpunkts.

Gegeben: a = 0.5m; 0o, =201; 03=301.

Losung: x¢ = 5,921lam; yg=0,447am.

2a ,

3a
S

2 | 3

2a

3a | 3a | 3a
Bild 2.6.

Aufgabe 2.7. Zwei homogene Halbzylinder K (Dicke d, spez. Ge-
wicht ) beriihren sich ldngs der Trennfuge 7' — T" und sie werden z.T.
durch das Seil S umschlungen; an S hiangen die Gewichte G (Bild 2.7).
Wie grol muss G mindestens sein, wenn die Anordnung im Ruhezu-
stand bleiben soll?

Gegeben: R=15m; d=0.5m; ~=3kN/m’.

Losung: G > 2,25kN .
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K [ K

WA ez

Bild 2.7.

Aufgabe 2.8. Eine filterlose Zigarette (Linge [, Durchmesser d)
wird nach dem Ambrennen auf den Rand eines Aschenbechers gelegt
(Bild 2.8). Beim Weiterbrennen félt die Asche (Lange b, spezifisches
Gewicht 74) nicht ab.

Bis zu welcher Lange b darf die Zigarette abbrennen, ohne vom
Rand zu fallen?

Gegeben: [; a; d; g; yr (Tabak); v4 (Asche) ; yr > va.

[
Lésung:b:l—a—\/(l—a)Q—(l—Qa)i.
YT — A

/
Asche Tabak

b,/a

Bild 2.8.

Aufgabe 2.9. Eine Blechplatte (Bild 2.9.a), die die Form eines
Quadrates hat, aus dem ein Quadrat herausgeschnitten wurde, wird
an drei Seiten so aufgehingt, dass sie waagerecht hingt (Bild 2.9.b).
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Welche Langen [; und [, miissen die beiden rechten Tragseile ha-
ben?

Gegeben: [; a.
22
Losung: I; =1l =1/ 12 + ra
a
2
/
a
N
S\
a
a
a.) b.)
Bild 2.9.

Aufgabe 2.10. Der homogene Zylinder (Gewicht G) hingt an drei
Seilen (Bild 2.10). Berechnen Sie die Seilkréfte S;.

Gegeben: a = 0.5m; G = 10kN.
Losung: S; =5kN; S, =0; ; S3=>5kN.
Ve

©) W

0 (9
Ay/ 0 ”30‘ e
z

3 G
a A\ 4 3a

Bild 2.10.
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Aufgabe 2.11. Fiir den skizzierten, aus drei Quadern zusammen-
gesetzten Korper (Bild 2.11) sind die Schwerpunktkoordinaten zu be-
rechnen.

1. Alle drei Quader sind aus geichem Material.

2. Quader I besteht aus Stahl (o5 = 7.85kg/m”); Quader II aus
Kupfer (oc, = 8.90kg/m”); Quader IIT aus Blei (gp, = 11.30kg/m®).

Gegeben: a = 1.0m.

Losung:
zul. zg =ys=1.045m; 29 = —0.682m.
zu 2. rg =1.073m; yg=1.000m; zg=—0.594m.

a

I I
il ‘6/

2a 2a
Bild 2.11.

2a
<




Kapitel 3

Allgemeine Kraftsysteme
und Gleichgewicht des
starren Korpers

Beispiel. Ein Balken (Lénge [, Gewicht G) lehnt in der dargestellten
Weise an einer Mauer. Er wird an seinem unteren Ende durch ein Seil
S gehalten, die Beriihrflachen sind glatt. Wie grof} ist die Seilkraft?

Losung:
Die Kantaktkrafte Ny und N, stehen senkrecht zu den jeweiligen
Beriihrungsebenen.

23
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Freikorperbild
l/2.cosa
Gleichgewichtsbedingungen:
Gl h Gl
ZM}“:O i ——cosa+——N, =0 —- Ny = —sinacosa,
2 sin « 2h

Gl
—: S —Nysina=0 — S:%SiHQOéCOSOé,

l
T: Ni—G+ Nycosa=0 — Ny :G(l—ﬁsinozcosa).

Mit der vertikalen Gleichgewichtsbedingung wére zu priifen, wann
N7 < 0 gilt; dann wére die Losung physikalisch nicht sinnvoll, sondern
der Balken wiirde abheben.

Aufgabe 3.1. Ein Giiterwagen (Gewicht G) steht auf einer ab-
schiissiger Strecke (Neigungswinkel ) an einem Prellbock (Bild 3.1).

1. Man zeichne das Freikorperbild (Reibung ist nicht vorhanden).
2. Man ermittle die auf den Giiterwagen einwirkenden Kréfte.
Gegeben: G; h; [; «.

Losung:

Fp, = Gsina;

G h . G h .
FRad1:§ cosoH—Tsma ;FRadQIE cosa — Tsina ).
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Bild 3.1.

Aufgabe 3.2. Das Gesamtgewicht bei dem skizierten 3-achsiger
Lastwagenanhénger ist G und greift im Schwerpunkt S an (Bild 3.2).
Die beiden Hinterachsen sind durch einen Hebel verbunden, der in A
drehbar gegeniiber dem Aufbau gelagert ist.

Wie grof§ sind die Achslasten?

Gegeben: G =200kN; a=35m; b=20m; c=0.7m.

Losung: Fy = 72.7kN; 2 X Fg =2 x 63.6kN .

b a

Bild 3.2.

Aufgabe 3.3. Ein quadratischer Deckel (Gewicht G) einer Kiste
wird durch zwei Scharniere A und B sowie durch einen Faden wie
skizziert in horizontaler Lage gehalten (Bild 3.3).

Wie grof3 ist die Fadenkraft F'?

Gegeben: G = 1N; [ =0.4m.
Losung: F' = 0.75N .
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Bild 3.3.

Aufgabe 3.4. Mit der Hilfe der skizzierten Anordnung soll die
Schwerpunktlage eines Fahrzeuges bestimmt werden (Bild 3.4). Das
als starr angenommene Fahrzeug wird unter zwei Winkeln oy und as
an Seilen aufgehéngt. Die gemessenen Seilkréfte sind:

1. Messung: a = 30°; S, =6230N; Sp=3770N.

2. Messung: a = 0°; 5S4 = 6000N; Sp =4000N.

Berechnen Sie die Schwerpunktkoordinaten zg und ys des Fahr-
zeugs.

Gegeben: [ = 2.5m .

Losung: g = 1.0m; ys=0.1lm.

Bild 3.4.

Aufgabe 3.5. Der skizzierte Differential-Flachenzug besteht im
wesentlichen aus zwei fest miteinander verbundenen Rollen unterschied-
lichen Durchmessers, iiber die in der gezeichneten Weise eine endlose
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Kette gelegt ist (Bild 3.5). Die Last héngt an einer einfachen Umlen-
krolle.

Welche Kraft F'ist erforderlich, um einer Last G das Gleichgewicht
zu halten?

Gegeben: G = 1.0kN; D =25cm; d=20cm.
Losung: F' = 100N .

G
Bild 3.5.

Aufgabe 3.6. Die starre Scheibe (gewicht G) ist gemifl Lageplan
gelagert (Bild 3.6). Bestimmen Sie graphisch und rechnerisch die Kréfte
in den Stében 1, 2 und 3 fiir Gleichgewichtsfall.

Gegeben: G = 1kN; r=2m; «a=60°.
Losung: S; = 0.406kN; Sy =0.298kN; S3=0.813kN.

0

Bild 3.6.



28 ALLGEMEINE KRAFTSYSTEME...

Aufgabe 3.7. Ermitteln Sie graphisch und rechnerisch die Stab-
kréfte Sy, Se und S; (Bild 3.7).

Gegeben: F'=1kN; M =1kNm; a=1m;
a=45°; [ =30°.
Losung: S; = 3.48kN; Sy =4.0kN; S3 = 3.46kN.

3 - M /
e
2w
/ B /
Bild 3.7.

Aufgabe 3.8. Die Holme der skizzierten Trittleiter sind bei D
durch ein reibungsfreies Gelenk verbunden (Bild 3.8). Das Gewicht
der Leiter betragt G, und ist gleichméfig iiber die Holme verteilt. Auf
der Stufe bei C' steht ein Mann vom Gewicht G,.

Welche Kraft tritt in dem Verbindungsstiick A — B auf? (Das Sy-
stem ist reibungsfrei.)

Gegeben: G, = 250N; Gy = 750N; [ =2.40m;

a=06m; b=09m; c=1.5m.

Losung: S = 137N

Bild 3.8.
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Aufgabe 3.9. Ein Balken wird horizontal zwischen zwei unter den
Winkel o und [ geneigten Ebenen gelegt (Bild 3.9).

In welchem Abstand b muss die Kraft F' wirken, damit der Balken
in seiner horizontalen Lage im Gleichgewicht ist?

Die Reibung zwischen dem gewichtlosen Balken und den Ebenen
ist zu vernachléssigen.

Gegeben: a; «; f(; F.

. g a
Losung: b = —1 . cota
cot 8
a
m bop M
) 1
a s

gl
Bild 3.9.

Aufgabe 3.10. Ein Stein 1 (Quader) liegt wie skizziert auf einem
zweiten Stein 2 und wird an einer Ecke durch den Pfahl 3 zusétzlich
gestiitzt (Bild 3.10).

Mit welcher Kraft F' darf auf die nicht gestiitzte Ecke des homo-
genen Steines 1 (Eigengewicht G) gedriickt werden, ohne dass dieser
kippt?

Gegeben: a,;

Losung: F' =

Bild 3.10.
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Aufgabe 3.11. An der starren Scheibe greift die ebene Kréftgruppe
P, an (Bild 3.11).

1. Ermitteln Sie den Hebelarm h; der Kraft P, (i = 1, 2, 3, 4),
beziiglich des Punktes O (Koordinatenursprung).

2. Berechnen Sie mittels der h; die Momentenkomponente Mo, (P;),
(i=1,2 3 4).

3. Zerlegen Sie die Kraft P; (i = 1, 2, 3, 4) in ihre Komponenten
beziiglich der Basis (e, e,).

4. Berchnen Sie mittels der Kréftekomponenten P;; (i = 1, 2, 3, 4;
Jj =x,y), die GroBen Mo, (P;) und Zle Mo..

5. Uberpriifen Sie Zle Mo, auf graphischem Weg.

Gegeben: Py =4kN; P, =2kN; P;=3kN; P,=2kN;

a=1m.
A%
B
S /2@'501&)/
B
N @0
0] x>
S
7
a 2a 2a
Bild 3.11.

Aufgabe 3.12. Gegeben ist die ebene Kriftegruppe P; durch:

P; = {Koordinaten (z;y) des Angriffpunkts A; (Pg,;Py)}

P={ (43 m (33 kN}
P,= { (505 m (4,-3) kN}
Pa= { (200 m (1;-4) kN}
Pi= { (-0525) m (6;0) kN}
P= { (235 m (-24) kN}.

Berechnen Sie 27, Mp(P) (O: Koordinatenursprung).



Kapitel 4

Lagerreaktionen

Beispiel. Das dargestellte Tragwerk wird durch die Kraft F' und Be-
lastung g belastet. Man bestimme die Lagerreaktionen in A und B.

q F Gegeben:
/=1.0m
S @ an
T ’ q=2kN/m
‘ 21 - a=60°
Losung:

Die Streckenlast wird durch Resulrierende R = ¢21 = 2.2.1 = 4kN
ersetzt. Wir zerlegen die Kraft F' in zwei Komponenten — Fy und Fy, .

Fy=Fcosa=6.0.8066=52kN, Fy, =Fsina=6.0.5=23kN.

R Fy
A , B , P
Iy = | Freikorperbild
AV By By
[ /R

Gleigewichtsbedingungen sind:
— —BH—FH:O—>—BH—52:O—>BH:—52kN,

S mP=0: —2Ay+IR-I1F, =0 —
— 24y +1.4—1.3=0 — Ay = 0.5kN,

31
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S M =0: —IR+2By —3Fy =0 —
— —1.442By —3.3=0 — By = 6.5kN.

Das negative Vorzeichen bei By zeigt, dass diese Reaktion in Wirk-
lichkeit entgegengesetzt zu der Richtung wirkt, die im Freikorperbild
angenommen wird.

Kontrolle:

T Ay—R+By—Fy=0—-05-4465-3=0—-7-7=0.

Aufgabe 4.1. Fiir die in Bild 4.1 gezeigten Lagepline ist zu erle-
digen:

1. Freimachen des Tragwerks.

2. Bestimmen Sie die Anzahl der Auflagerbindungen fiir jedes Lager
und ermitteln Sie die Anzahl der Auflagerbindungen fiir jeden Korper.

3. Geben Sie die Anzahl der noch vorhandenen Freiheitsgrade f,
des gefesselten Tragwerks an.

4. Urteilen Sie, ob das Tragwerk starr gelagert ist.

a) 5 b % 1
) A 2 D4 A
L 4L 2 D - T A

© h)am—? =
i > J'>4,,,7,—,,,,3
K 4;‘5#2 h) —————y

Bild 4.1.

N
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Aufgabe 4.2. - 4.20. Fiir die nachstehend aufgefiirten Systeme
sind die Lagerreaktionen zu bestimmen (Bild 4.2 - Bild 4.20).

apNI
—»Tw L
| 20 ! T
Bild 4.2.
q E
N Q/<g
T )
T 21 L

Bild 4.3.
q B
I
o
“h
[ [
Bild 4.4.
S
o
q <
NN
T . 7T
T a . b

Bild 4.5.

Gegeben:
[=1m
F=6kN
a=30°

Gegeben:
[=1.5m
F=5kN
g=3kN/m
a=53.13°

Gegeben:
[=2m
F=5.66kN
FE=3kN
q=2kN/m
a=45°

Gegeben:
a=3m
b=Im
F=5kN
q=2kN/m
a=36.87°

33
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F =

VAN
a )

of ﬂ
/M

Bild 4.6.

q

Bild 4.8.

I

S !

BvAN

b

Bild 4.9.

LAGERREAKTIONEN

Gegeben:
a=2.4m
b=1.2m
F=4kN
qy=6kN/m
M=2kNm
a=45°

Gegeben:
a=2m
b=Im
F=6kN
g=2kN/m
a=30°

Gegeben:
a=3m
b=1.5m
F=4kN
q=2kN/m
a=30°

Gegeben:
a=2.5m
b=1.5m
F=5kN
g=3kN/m
a=53.13°
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q

IS !

<

Bild 4.10.

]

I

e, R

b T

q

Bild 4.11.

M
| R
%

b

Bild 4.12.

Gegeben:
a=4m
b=Im
F=10kN
q=2kN/m
M=12kNm
=36.87°

Gegeben:
a=2m
b=Im
c=lm
F=5kN
g=4kN/m
M=3kNm
a=36.87°

Gegeben:
a=3m
b=1.5m
c=lm
F=5.66kN
q=2kN/m
M=2kNm
a=45°
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q
N

A
(04
M

N
b |

bre

Bild 4.13.
q M
F T T T T T 0T N
NV
(04
.
a b
Bild 4.14.
b
%
F
,,,,,,, o
Q
M

!

]

I

N>

Bild 4.15.

LAGERREAKTIONEN

Gegeben:
a=2.5m
b=Im
c=1.25m
F=6kN
q=4kN/m
M=3kNm
a=30°

Gegeben:
a=4m
b=1m
c=1.5m
F=5kN
g=2kN/m
M=4kNm
a=36.87°

Gegeben:
a=2m
b=1.5m
c=Ilm
F=8kN
g=4kN/m
qo=6kN/m
M=2kNm
a=60°
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54
M A
== a\
L
a ‘ b c
Gegeben:
a=1m F;=5kN M=3kNm
b=1m F,=2kN a=36.87°
c=2m q=2kN/m
Bild 4.16.
q F M
Ly T iaV%)
a ‘ b ‘ c
Gegeben:
a=2m F=6kN M=2kNm
b=1.5m g=4kN/m  a=30°
c=1.5m
Bild 4.17.

== i\
a b c ‘
Gegeben:
a=2m F=3kN
b=1m q;=4kN/m
c=2m ¢,=2kN/m

Bild 4.18.

37



38 LAGERREAKTIONEN

e

Q
2 M
LN
= L \W ) A

a b . c
Gegeben:
a=2m F=5kN M=6kNm
b=2m g=2kN/m  a=53.13°
c=lm

Bild 4.19.

4
ﬁm#mm AQ
T

Gegeben.
a=3m F=566kN M=2kNm
b=Im q,=6kN/m  a=45°

c=1.5m ¢,=2kN/m
Bild 4.20.



Kapitel 5

Fachwerke

Beispiel. Das dargestellte Fachwerk wird durch eine Kraft F' belastet.
Man identifiziere die Nullstdbe. Wie grof§ sind die Lagerreaktionen und
die Kraft im Stab 47

Losung: Die Stiabe 1, 7 und 9 sind Nullstébe. Die Lagerreaktionen
erhalten wir aus den Gleichgewichtsbedingungen am gesamten Fach-
werk. Die Stabkraft S3 ist gleich der Lagerreaktion Ay .

A A
Ay By,
B,
S; S . )
[ j4 Freikorperbild
I I Sg
VF

39



40 FACHWERKE

Gleichgewicht am gesamten Fachwerk:

F
ZM}“:O: —aF +2aBy =0 — BVZE’

F
ZMi(B):O: aF—ZaAV:O—>AV:§,

Gleichgewicht am Knoten I:

2
T: 53+\/7_S4:0—>S4:——F.

N

Aufgabe 5.1. — 5.8. Fiir das skizzierte Fachwerk sind die Auf-
lagerreaktionen und die Stabkréfte zu berechnen — zeichnerisch und
rechnerisch (Bild 5.1 bis Bild 5.8). Mit Hilfe des Ritterschen Schnitt-
verfahrens kontrolliere man das Ergebnis fiir gezeigten Stébe.

5

S S

erAwn A = e
. a a | . a a |
VF VFi
a) Gegeben: b) Gegeben:
a=2m a=2m
F =4kN F =8kN
F, =2kN

Bild 5.1.



STATIK

I
Wi ‘
| a a a a a
VP{ \4 Fé
b) Gegeben:
a=12m F, =4kN
K =6kN F, =3kN
Bild 5.2.
§'> Gegeben:
s a=1.8m
F =8kN
F, = 5kN
vF + + s F, = 6kN
o=53.13°
S|
F |
2 4 kK
S|
AN,
a | a

41



42 FACHWERKE

4l
o ‘ 5,
<
A ‘ i
\ a a a a a |
v F;‘ VF:;
Gegeben:
a=1.6m F = 6kN
b=12m F, =3.5kN
a=30° F, = 5kN
F, = 10kN
Bild 5.4.

B
/ ! a
=
a 7]

AN ‘
. a a a
\4 Fi
Gegeben:
a=2m K =10kN
a=30° F, =9kN
A, =7kN

Bild 5.5.



STATIK
FE B B4
oS | 7z
<
a a a a

Gegeben:

a=1.4m F =8kN

b=0.7m F, =12kN

a=53.13° F, = 5kN

Bild 5.6.
E
b 2
i Gegeben:
S a=1.5m
b F =6kN
; F, =5.66kN
+ 1 s o =45°
S
==
a a |
v i
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B
a 3% a a
vFi
Gegeben:
a=2.5m F =8kN
a=30° F, = 6kN
F, =4kN

Bild 5.8.

FACHWERKE

o>



Kapitel 6

Schnittgrofien

Beispiel. Man bestimme die Schnittkraftlinien fiir den dargestellten
Balken.

q F Gegeben:
! % a=3.0m
K , b=1.0m

F=5.66kN
q=2kN/m
p b | b a=45°
Loésung:

Wir ermitteln zuerst die Lagerreaktionen Ay, By und By aus den
Gleichgewichtsbedingungen am gesamten Balken:

> Hi=0: By=4kN,
> M =0: Ay =275kN,

> M®=0: By=725kN.

45



46 SCHNITTGROSSEN

q FV
(T .
A, ZTTBV Fu
® T

7 i

T
© ===y

) W%m

FeldI, 0 <z < 3:

Wir schneiden den Balken an einer belibigen Stelle z im Bereich
0 < x < 3. Aus Gleichgewichtsbedingungen am Teilbalken folgt:
9 M
IS > N
A S
AV vQ

—: N=0,
l: Q—Ay+qr=0— Q=—-20x+275,
r=0— @ =2.75kN;
r=3 — = —3.25kN;
Q=0— x=137m.
ZMZ-(S):O: M—Avx+qxg:0—>M:—x2+2.75x,
r=0— M=0;
r=3 — M = —0.75kNm
xr =137 — M = 1.89kNm.
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FeldII, 3 < x < 4:
Gleichgewichtsbedingungen sind:

q
P4 131

N

»
»

4

4y

Un
t&/‘g

—: N=0,
1t @Q—Ay+¢3=0 — @ = —3.25kN.
SoMT =0 M—Avr+g3(e—15)5 =0 = M =—3.250+9,

r=3 — M = —0.75kNm
r=4 — M = —4kNm.

Feld 111, 4 < x < b5:
Gleichgewichtsbedingungen:

m 39 |Fy
7V—€S Fy
5-x
—: —N-—F,=0 — N =—4kN;
l: —Q+F,=0— Q=4kN;
> M =0: —-M-Fy(5-12)=0— M=4z-20,

r=4 —- M = —4kNm;
r=5—- M=0.



48 SCHNITTGROSSEN

Aufgabe 6.1. - 6.10. Fiir die nachstehend aufgefiirten Systeme
sind die Lagerreaktionen und die SchnittgréBen zu bestimmen (Bild 6.1
- Bild 6.10).

Gegeben:
% o a=3m
b=Im

/ 2
”T T F=10kN
| a b >

a=36.87°
Bild 6.1.

Gegeben:
a=1.5m
b=2.5m
TFI F =3kN
\ a b B=TkN

Bild 6.2.

=

Gegeben:

q E
a=3m
_i_fiiiiil/é P

T T
‘ a . b | g=2kN/m

0=30°

q K F Gegeben:
RN o a=2m

A b=1.5m
F, =4kN
> F5 =8.5kN
q=2kN/m
a=45°

Bild 6.4.



STATIK

Ly b4 v

V
F

Bild 6.5.

S

q BN
T 111 ImsM
<
a b
Bild 6.6.
IR
q e

AP -

Bild 6.7.
90 F

M

argd

b %
<)

VAN

a b |

Bild 6.8.

Gegeben:
a=2m
b=1m
F=6kN
F,=4kN
g=3kN/m
a=30°

Gegeben:
a=3m
b=Im
F=5kN
q=4kN/m
M=2kNm
a=53.13°

Gegeben:
a=4m
b=1m

K =3kN
F, =5kN
q=3kN/m

Gegeben:
a=3m
b=1m
F=5kN
qy=8kN/m
M=4kNm
a=36.87°

49
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q

I Gegeben:
F a=3m
M a Q b=Im
T c=0.75m
N F=5kN
© g=2kN/m
M=6kNm
= 0=53.13°

M q

I I Gegeben:
L/ K a=2.5m
Q b=1.5m
c=1lm
F=4kN
© F,=3kN
q=3kN/m
p—A S AN —

! b T M=5kNm

W1

Bild 6.10.



Kapitel 7

Haftung und Reibung

Beispiel. Eine rauhe Seiltrommel ist bei B reibungsfrei drehbar gela-
gert. Der Haftungskoeffizient zwischen der Trommel und dem Klotz ist
to. Am Ende des Seils hiingt eine Last (Gewicht G). Wie grof muf} die
Kraft F' am Ende des Hebels mindestens sein, damit sich die Trommel
nicht dreht?

> F
S /\10
3 | 28
S
i A
T G
Q.L»
Loésung:

Ohne Haftung wiirde sich die Trommel im Uhrzeigersinn drehen.
Die Haftungskraft ist so gerichtet, dass diese Bewegung verhindert
wird.

o1



52 HAFTUNG UND REIBUNG

H
N B\ Freikérperbild
j‘% Ak

A H G
A

Gleichgewicht an der Trommel:
S>MP=0: rH-rG=0— H=G.
Gleichgewicht am Hebel:

1
S M =0: bN+cH—(a+bF=0— N =7la+b)F —cGl.

Haftbedingung;:

b
+ loC G

H < pugN F >
= 1o -~ ~ po(a+0)

Aufgabe 7.1. Der dargestellte Korper (Gewicht ) liegt auf einer
geneigten Ebene (Bild 7.1). Am Korper greift eine Kraft F' unter dem
Winkel § zur schiefen Ebene an.

Man bestimme:

a) die Kraft zum Halten der Last in der Ruhelage;

b) die Kraft, wenn die Last nach oben in Bewegung gesetzt werden
soll;

c¢) Die Kraft, wenn die Last gleichméfig nach oben bewegt werden
soll.
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Gegeben:
G=7T0N; a=19;
B=14°; j1y=0.29; p=021.

Losung:
a) F'=3.995N;
b) F' = 40.357N;
¢) F =35.933N;
F
b~
a

Bild 7.1.

Aufgabe 7.2. Zwei Korper (Gewicht G; und G3) sind mit ei-
nem Faden verbundet. Korper 1 liegt auf einer waagerechten Ebene
(Bild 7.2). Wie gro soll das Gewicht G sein zum Halten den Kérper
1 in der Rahestand.

Gegeben: G; = 50N; o =0.35.

Losung: Gy = 17.5N.

Bild 7.2.

Aufgabe 7.3. Wie grof§ darf das Gewicht G in der gezeichneten
Anordnung (Bild 7.3) hochstens sein, damit keine Bewegung auftritt?

Gegeben: G1; Gy > Gy po; «.
Losung: G < Gy(pocosa —sina) + Gy .
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Bild 7.3.

Aufgabe 7.4. Um einem zylindrischen Korper (Gewicht G) ist
ein Faden geschlungen, an desen Ende die Gewichtskraft F; wirkt
(Bild 7.4).

a) Wie gro mufl Fg sein, damit der Korper auf der Kreisbahn
liegen bleibt?

b) Wie grofl muB fiir diese Lage der Haftkoeffizient py mindestens
sein?

Gegeben: a; G

Losung: a) Fg = Gﬂ ; b)uy >tana.
1 —sina

M

I

VE

Bild 7.4.
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Aufgabe 7.5. Auf einer rauhen, auf der Kante stehenden, schiefen
Ebene (Neigung § = 20°) liegt ein Quader (Gewicht G, Haftreibwert
to), gehalten durch eine gewichtslose Stange (Bild 7.5). Die Quader-
mafle sind vernachlissigbar klein gegeniiber der Stangenlénge.

Bestimmen Sie den maximalen Winkel «, bei dem der Quader nicht
abrutscht.

Gegeben: G'; g =0.2.

Bild 7.5.

Aufgabe 7.6. Ein an einer reibugsbehafteten Wand anliegender
Korper (Gewichtskraft Gy) ist iiber einen horizontalen Stab mit einem
zweiten Korper (Gewichtskraft Gg) verbunden (Bild 7.6). Dieser Kor-
per liegt auf einer ideal glatten, schiefen Ebene. Das Gewicht des Stabes
ist zu vernachléssigen. Die Gelenke sind reibungsfrei.

Man bestimme die mindestens notwendige Gewichtskraft G5, um
ein Abrutschen des Systems zu verhindern.

Gegeben: « =30°; G; =50N; pug=04.

Losung: Gopin = L eota.
Ho
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161 Gy

Q (0]

—

Z Ho
o

Bild 7.6.

Aufgabe 7.7. In der rauhen Kippmulde K eines LKWs liegt der
schraffiert dargestellte Korper G (Gewicht G) (Bild 7.7). Ist G in der
gezeichneten Stellung im Ruhezustand?

Gegeben: G = 10kN; o =0.5; a=1m.

Bild 7.7.

Aufgabe 7.8. Mit der skizzierten Bremsvorrichtung (Reibwert )
lassen sich in den beiden Drehrichtungen verschiedene Bremsmomente
erzeugen (Bild 7.8).
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Die fiir ein Verhéltnis § der beiden Bremsmomente (Betrige) er-
forderliche Exzentrizitét e ist zu berechnen.

Fiir welche Drehrichtung tritt das gréflere Bremsmoment auf?
Gegeben: a; b; D; F; pu; [B>1.

N B+1
Losung: e = pa

g-1

a b
Bild 7.8.

Aufgabe 7.9. Ein Stab (Lange [, Gewicht GG) wird an einem ge-
wichtlosen Seil unter einem Winkel oy mit konstanter Geschwindigkeit

tiber den Boden gezogen (Bild 7.9). Der Reibwert zwischen Stad und
Boden betragt pu.

Wie grof§ ist im Gleichgewichtszustand der Winkel ais zwischen Zeil
und Boden?

Gegeben: [; ay; pu; G.

1
Losung: tanas = — 4+ 2tanag .
L
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Bewegungsrichtung
«

N

!

Bild 7.9.
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Elastostatik






Kapitel 1

Zug und Druck

Beispiel. Ein Stab (Dichte p, Elastizitdtsmodul F, Lange 1) mit Recht-
eckquerschnitt (konstante Dicke a, linear verénderlichte Breite b(z))
ist an seinem oberen Ende aufgehdngt. Man bestimme die Spannung
o(z), die Spannung o (/) an der Einspannstelle und die Verldngerung
des Stabes infolge des Eigengewichts.

2by.

N I

~ b(x)

S

T Schnitt C-C

Loésung:
Geometrie:

b@):%<1+§), A@ﬂ:am(l+§>,

61



62 ZUG UND DRUCK

V(z) = %[bo + b(z)]ax = %abo <2 + %)x

b(x),

1,

N(x)

Freikorperbild

Gleichgewicht:
N(z) = ogV(z).

Spannung an der Stelle x:

o(x) = ]/\1[((;)) — o(z) = %Qg—@ij:?x :

Spannung an der Einspannstelle z = [:

3

o(l) = 799%

Verllangerung des Stabes:

' N(x) ogl?

Aufgabe 1.1. An einem Foérderseil hangt bei der Tiefe h ein Férderkorb
mit Gewicht G' (Bild 1.1).
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Um wieviel ist das Seil im entspannten Zustand kiirzer? Das Eigen-
gewicht des Seiles ist zu beriicksichtigen.

Gegeben: h = 800m; G = 80kN; o = 7.8.10%kg/m"’;
A=1500mm?; E =1.77.10°N/mm?; g¢=9.81lm/s’.

iAo D 1 _
Losung: Al = A (G + 59@Ah> = 380mm .

\/V/_ B
To

Bild 1.1.

Aufgabe 1.2. Der dargestellte Verbundstab (Bild 1.2) (Eg =
2Ecy = E, Asy = Acu/2 = A) soll zwei feste Wiande geklemmt werden.
Fiir den Einbau wird das mittlere Stabteil mit der Kraft F' zusammen-
gedriickt. Wie grofl muf3 F’ mindestens sein, damit der Einbau gelingt?
Wie grof3 sind die Spannungen im Stab nach dem Einbau? Um wieviel
ist das Mittelstiick nach dem Einbau kiirzer als vor dem Einbau?

Losung: F' = %EA; Ocy = —EE; Ost = —iE;

a 6a 3a
h

AlCu - —§
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s ) ]
FR|| | (|2 BN
S

Cu | :

N | |
L

Fofl 1 |TFn |
N . k2 |l

bt
St /
/!

Bild 1.2.

Aufgabe 1.3. Ein Stabzweischlag (Dehnsteifigkeit der Stébe EA)
wird durch eine Kraft I belastet (Bild 1.3). Man bestimme die Ver-
schiebung des Knotens K.

Gegeben: F';  a = 30°.

Fl

Fl
Lo A= —; Au= —_—
osung: Av EA U \/gEA

Bild 1.3.

Aufgabe 1.4. Ein Tragwerk besteht aus einem starren Balken BC
und zwei elastischen Staben (Dehnsteifigkeit £A) (Bild 1.4). Man be-
stimme die Verschiebung des Punktes C' unter der Wirkung der Kraft
F.

Fa
Lo cAv = —_—
osung: Av 3\/§EA
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Bild 1.4.

Aufgabe 1.5. Das Seil (Linge [, Dehnsteifigkeit (E'A),) einer Seil-
winde wird reibungsfrei iiber den Knoten K eines Stabzweischlags
(Dehnsteifigkeit der Stédbe (EA)y) gefithrt (Bild 1.5). Wie verschiebt
sich der Knoten K, wenn an den Haken H ein Klotz (Gewicht G)
gehangt wird? Wie weit senkt sich der Haken ab?

. o Ga . B Ga _
Losung: u; 6.69(Eé)l2 ;U= 3'86—(EA)2 ;
a
=283 + )
=255, " Fa),
Winde /
@ K
1
45°
2 H
309
G
‘#J
Bild 1.5.

Aufgabe 1.6. Der um den Wert § (6 < h) zu kurze Stab 2 soll mit
dem Knoten K verbunden werden (Bild 1.6). Alle Stébe haben gleiche
Dehnsteifigkeit £ A. Wie grofl sind die Stabkréfte nach der Montage?
EAdcos®’ v 2E Ab cos® o

hl+2cos?a)’ 72 h(l+2cos%a)’

Losung: S; = —
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Bild 1.6.

Aufgabe 1.7. Ein Wasserbehilter vom Gewicht G ruht auf ei-
nem massiven Sockel von der Héhe H und kreisférmigem Querschnitt
(Bild 1.7). Die Dichte des Sockelmaterials ist p. Man berechne den
Sockeldurchmesser D(x) so, dass in jedem Querschnitt die gleiche Druck-
spannung o, herrscht.

Gegeben: D; o,u; o0; H; g.

4 G
Losung: D*(z) = — exp ( L a:) .

T Ozul Ozul

vG

y!
/1

Bild 1.7.




Kapitel 2
Biegung

Beispiel. Ein einseitig eingespannter Tréiger aus einem diinnwandigen
U-Profil (¢ < b) wird durch eine Gleichstreckenlast ¢y belastet. Wie
grof darf die Lange [ héchstens sein, damit die dem Betrag nach grofite
Normalspannung die zuléss ige Spannung o, nicht iiberschreitet?

|%C ﬁ‘] q
VLl 333
c 4=
[
b
Losung:
Schwerpunktskoordinate:
b
D IR
>l 3b 3
7
Y S 5
g
NV

vz, (

67
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Flachentragheitsmoment:

b3 b\ b\ 2 b3t
I =2|—4+ (=2 0 _
: {12+(6)bt}+(3)bt g

Widerstandsmoment:
L, I, bt
Wy:ZmaX:% - WZ!Z?’
Maximales Biegemoment:
My = 28
max 2
Maximale Spannung:
max Wy max b2t .
Forderung;:
Lo
‘O-|max S Ozul — l S b 1
do

Aufgabe 2.1. Ein Tréger besitzt das dargestellte diinnwandige
Profil (¢t < a) (Bild 2.1). Man bestimme die Haupttrigheitsmomente
und die Hauptachsen durch den Schwerpunkt.

Losung: ¢* = —25°; I, = 3.3a%t; I, =0.7at.

Bild 2.1.
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Aufgabe 2.2. An der Unterseite eines Tragers mit einem diinn-
wandigen, quadratischen Kastenprofil (Kantelédnge a, konstante Wand-
stiarke t < a) soll zur Verstirkung ein Blech (Breite a, Dicke t) an-
geschweifit werden (Bild 2.2). Das Blech wird: a.) flach auf der Un-
terseite; oder b.) senkrecht dazu angeschweifit. Man berechne fiir bei-
de Fille die Flachentriagheitsmomente sowie die Widerstandsmomente
beziiglich der horizontalen Achsen durch die Flachenschwerpunkte.

Losung;:
13 13
a.)l, = 1—5a3t W, = Ecﬁt.
31 31
b.)I, = % at; W, = % a’t.
a) b)

Bild 2.2.

Aufgabe 2.3. Ein quadratischer Trager mit axialer Bohrung wird
durch eine Kraft F' belastet (Bild 2.3). Man berechnedie maximale
Normalspannung |o|max im Schnitt D — D fir die dargestellten Lagen
des Profils.

Losung:

[
a.)|0 | max = (O 08 + 0.04— )

ﬁN:l ﬁj ﬁl\3| ’ﬁ

l
b.)|0 |max = (0 08 + 0.06— >
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<
N
G/
4r

Bild 2.3.

Aufgabe 2.4. Die dargestellte Séulle (Elastizitdtsmodul E) wird
durch eine vertikale Kraft F' (Angriffspunkt K) exzentrisch belastet
(Bild 2.4). Dabei sind sowohl die Kraft F' als auch die Exzentrizitit e
unbekannt. In den Punkten B bzw. C' werden die Dehnungen 5 und
ec gemessen. Wie grofl ist F'7

E
Losung: F' = —(23ep + 17ec)a’— .

8
ai 3a
S By Se K jCd
2]
F
S
K
B c

Bild 2.4.
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Aufgabe 2.5. Ein eingespannter Drehmeiflel ist durch Schnittkraft
F; belastet (Bild 2.5). Gesucht sind das im Schnitt A — B wirkende
innere Kriftesystem und zugehorigen Spannungsarten.

Gegeben:
Fy =12kN; [ =40mm;
b=12mm; h=20mm.

Bild 2.5.

Aufgabe 2.6. Das skizzierte Blech, z-formig gebogen, ist an ei-
ner Blechwand angeschweifit und wird durchdie Zugkraft F' belastet
(Bild 2.6). Fiir die eingetragenen Schnitte A bis H sollen die inneren
Kraftsysteme mit zugehoriger Spannungsart ermittelt werden.

Gegeben:
F =900kN; s=>5mm;
h =20mm; b= 80mm;

[ =120mm; [y =30mm.
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Blechwand

A C E
—
G H
Z
BlD F
Bild 2.6.

Aufgabe 2.7. Man bestimme die Biegelinie fiir den dargestellten
Gelenkbalken (Biegesteifigkeit E1) (Bild 2.7).

q

NN
== G

e

Bild 2.7.

Aufgabe 2.8. Man ermittle die Lagerreaktionen und die Biegelinie
fir den dargestellten Balken (Elastizitdtsmodul E) (Bild 2.8).
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l | S
q F, 3
[rT1111 3 .
A A " E =
’ p)
21 J I ZagJZa
Bild 2.8.

Aufgabe 2.9. Man ermittle die Lagerreaktionen und die Biegelinie
fiir den dargestellten Durchlauftréger (Biegesteifigkeit £7) (Bild 2.9).

I
4 X B AC

<~ SSaans

Bild 2.9.

Aufgabe 2.10. In den dargestellten Querschnitten (Bild 2.10) wirkt
das positive Biegemoment M,. Man bestimme die Flachentridgheitsmo-
mente [, I, und I, sowie die Hauptachsen. Wie grof ist die Biege-
spannung im Punkt A?
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a,) 2a .a a, 2a
S S
]Wy > ); <€
M, S
N
A — A
A\ v
a) V4 b) zZ
S
S
y< <€
M, S
S
A
Lo |55
wa J2,2, a
VZ
c)

Bild 2.10.



Kapitel 3

Torsion

Beispiel. Ein horizontaler Rahmen aus Stahl (E/G ~ 8/3) besteht
aus drei rechtwinklig miteinander verbundenen Balken mit Kreisquer-
schnitt (Radius r). Er ist im unbelasteten Zustand spannungsfrei. Wie
grofl sind die Lagerreaktionen, wenn der Rahmen durch eine vertikale
Kraft F' belastet wird?

Loésung:

Das Problem ist einfach statisch unbestimmt. Wir wéhlen die Lager
Kraft B = X als statisch Umbestimmte.

Flachentragheitsmoment und Torsiontrédgheitsmoment:

s T
I==rt, Ip==rt
47" ) T 27’
Veschiebung im “0”-System:
F(21) FI3  F(20)? Fl)(21 29F13
o _ F2) CO%y, L FDCD, o _
3ET 3ET 2ET 3EIr 3ET
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<
I

HO"_ System " 1 H_ SyStem

Veschiebung im “1”-System:

o _ XA XP(Xnen, (X @ 89X
Vs =31 "3RI GIp TGl o "B T 3EI
Kompatibilitét:

o _ (1) g 29
wp =wp  — 50
Reaktionen im Lager A:
A A0 4 g0 4= 908
89
60F!
Ma, = MY + M) — Maz = =5
62F!
My, = MY + M) — My, o

Aufgabe 3.1. Eine abgesetzte Welle (Torsionssteifigkeit G 17, bzw.
GIr,) wir iiber die Lage a durch ein gleichméBig verteiltes Torsions-
moment pro Liangeneinheit mr belastet (Bild 3.1). Gesucht ist der
Momentenverlauf.
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ITI\ I]Q
my
_______________________ =T=1{=—F F1
a b
Bild 3.1.

Aufgabe 3.2. Eine Kreiszylindrische Welle (Lénge a) wird tiber
einen Querarm (Lénge b) nach Bild 3.2 durch eine Kraft belastet. Man
bestimme mit Hilfe der Hypothese der Gestaltungsdnderungsenergie

den erforderlichen Radius R der Welle.
Gegeben: a =4m; b=15m; F =4kN; o,, = 180MPa.

Bild 3.2.

Aufgabe 3.3. Eine Welle (Schubmodul G) mit Kreisquerschnitt
besteht aus zwei Bereichen mit konstantem Radius und einem konschen
Bereich (Bild 3.3). Man bestimme Verdrehung ¥ des Endquerschnitts
infolge eines Torsionsmoment M.

62 Myl
Lo 9 = .
osung: Vg G
2
| D P
MO
T2r0 Vo
/ 3/ /

Bild 3.3.
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Aufgabe 3.4. Ein diinnwandiges Aluminiumrohr (mittlerer Radi-
us 71 = 2r, Wandstérke ¢ = ¢, Schubmodul G;) und ein Stahlstab
(Radius ro = r, Schubmodul G5 = 3G;) werden durch zwei starre
Endplatten miteinander verbunden (Bild 3.4). Welcher Anteil des ein-
geleiteten Torsionsmoments My wird vom Aluminiumrohr getragen?
Wie grof3 darf My héchstens sein, damit die zuléssige Schubspannung
Tpal 1M Aluminiumrohr nicht tiberschritten wird?

E
Losung: F = —(23ep + 17e¢)a’— .

8
i Lt hant S
) B E— — e 3t rzj,,rl
B j )i
| [ 4] Schnitt A-A
Bild 3.4.

Aufgabe 3.5. Am freien Ende eines einseitig eingespannten, diinn-
wandigen Torsionsstabes (Schubmodul G) ist ein starrer Querarm an-
geschweifit (Bild 3.5). Die Belastung besteht aus einem Kréftepaar.
Man bestimme die Verschiebung des Punktes D.

Schnitt B 3b/2

7z
4‘ > #2;
! Schnitt B

Bild 3.5.

LN
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Spannungszustand,
Verzerrungszustand,
Elastizitatgesetz

Beispiel. Ein Hinweisschild (Gewicht G) ist an einem Mast mit Kreis-
querschnitt (Wandstérke ¢ < r) befestigt. Es wird durch eine Wind-
kraft W belastet. Man bestimme nach der Schubspannungshypothese
die Vergleichsspannung an der am stirksten beanspruchten Stele des
Mastes fiir W = 3G, h = 4a und r < a.

VG

79
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Loésung:

Der Mast wird auf zweiachsiger Biegung, Druck und Torsion bean-
sprucht. Die Schubspannung infolge der Querkraft ist gegen die Schub-
spannung infolge Torsion vernachléssigbar. Die maximale Biegespan-
nung tritt an der Einspannstelle auf.

QuerschnittgroBen:

A=2mrt, I,=1,= ar3t,  Wrp = 2mr’t.

Schnittgroflen an der Einspannung:

N=-G, Mr=Wa, M,=-Ga, M,=-Wh.

Normalspannug im Einspannquerschnitt:

N M, M
o(z,y) At T AT Y
y z
G az ay
— o(z,y) = —%(1 —1—25 - 245)

Steigung der Nullinie:

tana =12 — o =R85.2°.

Nullinie
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Maximale Normalspannung (im Punkt P):

G
|0|max = |0(y = —rcos@, z = rsin@)| — |0|max = 3.87(; .
r
Schubspannung;:
MT Ga
= — =0.48—.
w7 2t
Vergleichsspannung:
Ga
oy =Vo2+4r2 — oy =3.9—

r2t’

81

Aufgabe 4.1. An einer Scheibe (Elastizititsmodul £ = 2.1.10°
N/mm?, Querkontraktionszahl v = 0.3) wirken die Spannungen o, =
30N/mm” und 7 = 15N/mm” (Bild 4.1). Man bestimme die Dehnung

£ap in Richtung der Diagonalen AB.
Losung: eap = 1.8.107%.

A
Y
—_— e
ATy
,,,,,, {30° o,
o —— o
- X
Bild 4.1.

Aufgabe 4.2. Von einem ebenen Spannungszustand sind die bei-
den Hauptspannungen oy = 30N/ mm? und oy = —10N/ mm? an einem
infinitesimalen Element (Schnitt I) gegeben (Bild 4.2). Man berechne
fiir den gegeniiber Schnitt I um 45° gedrehten Schnitt 1T die freigeleg-
ten Spannungen und skizziere sie am Element. Mit Hilfe des Morschen
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Kreises ermittle man die Lage eines z, y-Koordinatensystems, in dem
gilt: 0 =0, 7 < 0. Wie grof8 sind o, und 7,7
Losung: o¢ = 10N/mm2; oy = 10N/mm2; Ten = —20N/mm2;
0=230°; o0,= 20N/mm2; Toy = —17.3N/mm2.

Schnitt I sz Schnitt 1T
«] >
g 01
lﬂz 45°
Bild 4.2.

Aufgabe 4.3. Ein auf Zug (F = 7500N) und Torsion (M =
125Nm) beanspruchtes Rohr (r = 20mm, ¢ = 1lmm) soll durch Spiral-
schweiffung so hergestellt werden, dass die Schweifinaht senkrecht zur
Richtung der kleineren Hauptspannung verlduft (Bild 4.3). Man be-
stimme den Spannungszustand im Rohr und Hauptspannungen. Wie
grof} ist der Winkel ¢* zwischen der Schweifinaht und der Rohrachse?
Man untersuche, ob die Wandstérke ¢ grof§ genug ist, so dass nach der
Huber-v. Mises-Henckyschen Festigkeitshypothese die zuldssige Span-
nung o, = 120N/ mm? nicht iiberschritten wird.

Losung: o, = 59.7N/mm2; oy =0; Tp= 49.7N/mm2 ;

o1 = 87,8N/mm”; 0, = —28.2N/mm”;

©* =29.5°; oy = 105N/mm” < o,y .

Bild 4.3.
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Aufgabe 4.4. Ein einseitig eingespannter Tréger aus einem diinn-
wandigen U-Profil (Lange | = 20b, Wandstérke ¢ = 0/30) wird durch
eine Gleichstreckenlast qq belastet (Bild 4.4). Man bestimme den Span-
nungszustand im Punkt P und berechne die Hauptspannungen sowie
die Hauptrichtungen.

_ Wl (reiner Schub) .

Losung: le: 0; 0,=0; 7= 442
Ul,zziz_;; " =45,
C
9 | %o
P
ylllllolllf S5 <
X
P 1L IC t z
2
/VZ b
L Schitt C-C
Bild 4.4.

Aufgabe 4.5. Ein einseitig eingespannter Winkel (Kreisformige-
querschnitt, Radius r) wird am freien Ende durch eine Kraft F' bela-
stet (Bild 4.5). Man bestimme nach der Schubspannungshypothese die
Vergleichsspannung oy im Punkt P.

Gegeben: [ =2m; r=40mm; F = 1kN.

Schnitt 4

Schnitt 4

Bild 4.5.
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Aufgabe 4.6. Eine zylidrsche Welle (Lénge 21 = 2m) wird durch
zwei Kriifte (F; = 4kN, F;, = 60kN) und zwei Momente (M; = M,y =
6kNm) belastet (Bild 4.6). Man bestimme den Spannungszustand im
Punkt K und berechne die Hauptspannungen sowie die Hauptrichtun-
gen.

K A K
E M, _ M, A
- A @
I A J

Bild 4.6.
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Querkraftschub

Beispiel. Ein einseitig eingespannter Trager (Schubmodul G) mit diinn-
wandigen Halbkreisprofil (Radius r, Wandstéarke ¢ < r) wird durch
eine Kraft I’ belastet. Wie grofl ist der Drehwinkel ¥; des Endquer-
schnitts infolge der Belastung?

Losung:
Flachentragheitsmoment:

Statisches Moment:

S:/sz:/ rcosp(trdp) — S =r’tsina.
0

Schubspannung;:
QS 2Q)
_ =P

T = T=—sina.
It mrt

85
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Schubmittelpunkt:

Qd:/rtdA:%/ﬂsinib(trdw) — d:g.
0

Torsionsmoment:

4
Mp=—Fd — My=——F.
T

f dA=trdy
i d
ﬁ S % < v
Y a
7 COS
Q D \\r
\\
dA=trde
d
. d
Torsionstragheitsmoment:
rtd
=3
Drehwinkel:
Ml 12FL
/191 = - — = -
G]T 7T2Gt3

Die Verdrehung ist unabhéngig vom Radius des Halbkreisprofils.
Bei eine Halbierung der Wandstérke verachtfacht sich die Verdrehung.

Aufgabe 5.1. Ein einseitigeingespannter Tréger aus einem diinn-
wandigen U-Profil wird durch eine Gleichstreckenlast ¢ belastet (Bild
5.1). Man bestimme die Schubspannungsverteilung im Querschnitt.
Wie grof§ ist das Verh&ltnis Tax/0max?

Tmax 20

Omax B 5 .

Losung:
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C q q
[T i1 11117 :

'%C 4 - o
[

Bild 5.1.

Aufgabe 5.2. Man bestimme fiir den dargestellten diinnwandigen
Querschnitt (Bild 5.2) (Wandstérke t < a) eines Balkens die Schub-
spannungsverteilung, wenn die Querkraft ist ().

— N
N S S
t N t < t|f
La |
b) c)

a
a)

Bild 5.2.

Aufgabe 5.3. Der einseitig eingespannte Doppel-T-Tréger ist aus
drei Blechen (t < h,b) zusammengeschweifit (Bild 5.3). Wie groB ist
die Schubspannung in der Schweifinaht?

Lésune: © — 6F'D
osu g'Ti—th(h+6b)'
F =
A —>f—
l‘k& 4)/7
[ «
b A
a) b)

Bild 5.3.
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Aufgabe 5.4. Man ermittle fiir das dargestellte diinnwandige Pro-
fil (Bild 5.4) den Verlauf des statischen Moments S, und stelle ihn
graphisch dar. Wie grof§ ist das Flachentrégheitsmoment 1,7

h
A
W <
Sy 45°
I
v S
od S

Bild 5.4.
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Knickung

Beispiel. Ein einseitig eingespannter Stab (Biegesteifigkeit E1) wird
am freien Ende durch eine Feder (Federkonstante c) gestiitzt und durch
eine vertikale Kraft F' belastet. Man bestimme die Knicklast Fj;;.

l¢

Loésung:

Die Querkraft am freien Ende das ausgelenkten Stabes setzt sich
aus den zur Stabachse orthogonalen Komponenten der Kraft F’ und der
Fedrkraft zusammen. Die kleinste Losung A\l der Eigenwertgleichung
wird graphisch bestimmt.

89
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Differentialgleichung fiir die Auslenkung w(x):
ELw" + Fu' — o™V + X' =0 (V= ——).
Allgemeine Losung der Differetialgleichung:

w= Acos\x + Bsin\x + CA\x + D.

Ableitungen:
w' = —AXsin Az + BAcos Az + Cx,
wh = —AN? cos \x — BA?sin Az,
w' = AN3sin \x — BA® cos Az .
Randbedingungen:

w(0)=0; w'(0)=0; M(I)=0; Q)= Fsina— cw(l)cosa.
Linearisieren (sina ~ a =~ w!(I), cosa ~ 1) liefert:

Q) = Fuw'(l) — cw(l).

Freikorperbild
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Am freien Ende gilt:
M(l) = —-ELw"(1); Q()=—-ELw"™ ().
Einsetzen liefert:
A+D=0 — D=-A,

B+C=0 — C=-B
AcosANl+ Bsin\l=0 — A= —Btan\l,
c(Acos Ml + Bsin M) — C(EI,N* — cAl) +¢eD =0 —
— B[(EI,N* — cAl) + ctan Nl] = 0.

Bedingung fiir nichttriviale Losungen:

FI,
tan A\l — Al+?(AZ) =0.

Kritische Last fiir Knicken in der (x, z)-Ebene:

Fait = XEI, — Fai = (\1)? Elz[
Sonderfille: El,
c=0: Fy=2. 47l_2 )
c— 0 Fig = 20. 2% .

Kritische Last fiir Knicken in der (z,y)-Ebene:

F krit —

Aufgabe 6.1. Eine Aufhdngung besteht aus einem Stab (Elastizi-
tatsmodul F) und einem Kreisbogentriager (Bild 6.1). Wie schwer darf
die angehéngte Last hochstens sein, damit der Stab nicht knickt?

Tm?h*E

Lo Gpax = ———— .
osung 02
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2a 2a
7
A

S
(@\]

] B

D <
- D~ 2h
‘ Schnitt D-D
%/
C

Bild 6.1.

Aufgabe 6.2. Ein Stabzweischlag aus gleichen Stében (Elastizi-
tatsmodul F) (Bild 6.2) soll durch eine vertikale Kraft im Knoten
K aus der oberen lastfreien Gleichgewichtslage in die untere lastfreie
Gleichgewichtslage durchgedriickt werden. Wie grof3 darf der Winkel
a hochstens sein, damit keiner der Stdbe knickt?

h
Losung: o < ™.

V6

2h
Schnitt C-C

Aufgabe 6.3. Der Druck auf den Kolben (Kolbenfliche A, Kol-
benhub &) einer Dampfmaschine ist Abhangigkeit vom Kolbenweg x
durch P = (hi)fx) gegeben (Bild 6.3). Man bestimme den Radius r der

Kolbenstange (Léange [ + s) so, dass sie in keiner Stellung des Kolbens
knickt.
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[+s

A 4

A
v

KA, % [2r —
N A % I 2>

Bild 6.3.

Aufgabe 6.4. Ein Bauteil besteht aus vier Teilstiicken: einem Stab
(1) (Elastizitdtsmodul E;, Warmeausdehnungskoeffizient ar;, Quer-
schnittsfliche A;, minimales Trégheitsmoment I[;), einem Rohr (2)
(EQ, a9, AQ, E2A2 = 4E1A1>, einem Stab (3) (Eg = EQ, T3 = Q79,
Ay = %2 und einer starren Platte (4) (Bild 6.4). Das Bauteil wurde
bei Raumtemperatur vorspannungsfrei zwischen zwei starren Wéanden
eingebaut. Wie grof8 darf eine im gesamten Bauteil konstante Tempe-
raturdanderung AT hochstens sein, damit der Stab (1) nicht knickt?

2412 [,

(5aT1 — 30&T2)A1l2 ’

P22 7

Losung: AT .x =
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Aufgabe 6.5. Der nach Bild 6.5 gelagerte Stab wird gleichférmig
erwarmt. Bei welcher Temperaturerhohung AT knickt der Stab?

Gegeben: [ =0.6m; a=4mm; F=21. 105N/mm2;
ar =12.107K!.
Losung: AT = 59.2°.

“ l »
| Sk
7/, | A g
147 pi
: Y s
7 7
2a gl 2a
Schnitt 4-4

Bild 6.5.
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Kapitel 1

Kinematik des Punktes

Beispiel. Ein Faden wird auf eine mit konstanter Winkelgeschwindig-
keit w rotierende Trommel (Radius r) aufgewickelt. Der Endpunkt C'
des stets straffen Fadens wird auf der Geraden AB gefiihrt. Man be-
stimme die Gescheindigkeit und die Bescheunigung des Punktes C' in
Abhéngigkeit vom Winkel .

2r

Losung:

Zur Losung werden die HiflsgroBlen [y und [ eingefiihrt.

97



98

KINEMATIK DES PUNKTES
a)t b
‘”X o>
lo Dy l
G ? C/ ;(0
X X
t=0 t>0
Geometrie:
o =rsing —lcosy,
9 _
rcos @ + lsinp = 2r Hl:rﬂ
sin
L+7(po+wt—o)=1.
Differentiation:

To :rgbcoscp+lgbsing0—icosg0 — To = 2rgb—lcos<,0,

l-:rgbsin2<p— (2 — cos p)pcos p _ Z-rgbl —2cosp

sin? ¢ sin
sin? o

[+rw—r$g=0— p=w .
(2 —cosp)cos

Einsetzen liefert:
rw

To = .
Ccos

Aufgabe 1.1. Ein Radarschirm verfolgt eine Rakete, die vertikal

mit konstanter Beschleunigung a aufsteigt (Bild 1.1). Die Rakete star-
tet zur Zeit t = 0. Man bestimme die Winkelgeschwindigkeit ¢(¢) und
die Winkelbeschleunigung ¢(t) des Schirms. Wie grof} ist die maximale
Winkelgeschwindigkeit, und beim welchem Winkel wird sie erreicht?
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Py
O
| z
Bild 1.1.

Aufgabe 1.2. In einer Ballmaschine werden Tennisbélle auf der
Strecke | aus der Ruhelage bis zur Endgeschwindigkeit v, beschleu-
nigt (Bild 1.2). Man bestimme v, fiir die dargestellten Verldufe der
Beschleunigung.

Losung: a) v, = 1.16v/agl ; b) v, = 1.14v/agl ; ¢) v, = 1.23v/agl .

TJ@/

a) L,
a
7 “
C_lo
2
- b) Vo V
a
)

Bild 1.2.
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Aufgabe 1.3. Ein Punkt P bewegt sich auf der Bahnkurve von A
nach B (Bild 1.3). Dabei nimmt seine Geschwindigkeit linear mit der
Bogenlédnge vom Anfangswert vy auf den Endwert null ab. Wie lange
dauert es, bis P den Punkt B erreicht?

Losung: tg — o0

Bild 1.3.

Aufgabe 1.4. Ein Punkt P bewegt sich auf der quadratischen Pa-
rabel y = b(£)? von A nach B (Bild 1.4). Der zeitliche Ablauf wird
durch ¢(t) = arctanwgt beschreiben, wobei ¢(t) der Winkel zwischen
der z-Achse und dem Ortsvektor () ist. Man bestimme die Geschwin-
digkeit v(t) des Punktes P. Nach welcher Zeit erreicht er den Punkt
B, und wie grof§ ist dann seine Geschwindigkeit?

a? b

Losung: v(t) = ?wm/l +4wit?; tp=—.

awy

)]
b

Bild 1.4.
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Aufgabe 1.5. Fiir das dargestellte Getrieb sind die Geschwindig-
keit und Beschleunigung des Punktes P im Moment ¢; zu bestimmen
(Bild 1.5).

y%\
W e
P\
a jj\a
> /
Q
@

0= %U a=0.8m £,=2sec
Bild 1.5.

Aufgabe 1.6. Ein Massenpunkt P bewegt sich nach dem Gesetz:

a) r =2t +4; y=4t*; t, = lsec.

t t
b)x:5sin%; y:5cos7rz; t1 = 2sec.

t
c)szsin%; y=4cos—; t; = 4sec.
t t t t
d)xfzsm%; y:ZCOSTr—, t1 = 12sec
Tt

e)x:2tsin?; y=1t*+1; t, = 3sec.
fyx =t*+6; y=4t; t; = lsec.

t3
g) x = cosmt; y=5 t; = 2sec.
mt t
h) z = t*sin — ; = ——; t; =8sec.
) 1 VT rys M
- t mt? 6
i) x = ta y=—; 11 =2sec.

l 1 ; )
2+ 2t +1 t

t
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t t
j)m:2cos%; yzQSin%; t1 = 3sec.
t t
k)x:6cos%; y:3sin%; t; = 0.5sec.

)ox=3t; y=t*+2; t, =2sec.

Man bestimme:
1. Die Bahn des Punktes.
2. Die Stelle und die Geschwindigkeit des Punktes am Anfang.

3. Die Geschwindigkeit, die Beschleunigung, den Kriimmungsradius
und den Weg im Moment ¢ = ¢;.



Kapitel 2

Kinematik des starren
Korpers

Beispiel. Eine Stange beriihrt im Punkt A den Boden und im Punkt
B die Kante einer Stufe (Hohe h). De Punkt A wird mit der kon-
stanten Geschwindigkeit v4 nach links geschoben. Man bestimme die
Geschwindigkeit und die Beschleunigung des Beriihrpunkts B der Stan-
ge mit der Kante im Abhéngigkeit vom Winkel . Auf welcher Bahn
bewegt sich der Momentanpol?

Losung:
Die Geschwindigkeit vg des Punktes B der Stange zeigt in Richtung
der Achse der Stange (kein Abheben von der Kante).
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Geschwindigkeit des Punktes A:

U = V4 COS P&, — V4 SN YE,, .

G
a}"
¢
AB aAB
Vg
ViB
B (=3
%
Yy €
7,
A
Geschwindigkeit des Punktes B:
173 = UBér .
Kinematik:
Up = Uqg +U4aB mitvsB = agbé;p.
Geometrie:
h
a= —
sin @

Einsetzen liefert:

ho
VBEr = Vg COS Y€, — VA SIN e, + m%

. VA . o
— Up =vaC08p, = sinto.
Beschleunigung des Punktes B:

dp =ds+dyp+dig
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mit

— o —r _ D= D _ e —
iyx=0, dyp=—ap’e., dyg=ape,.

Winkelbeschleunigung der Stange:

2

VA d(sin2 gp) V3

@:7—& — ¢:2ﬁsin3gocosg0.

Einsetzen liefert:

2
v
ap = TA sin® ¢(— sin €, + 2 cos e,) .

2.0 ‘ ‘
;l—/ I Bahn von M
1.5
I M
1.0
0.5
0 ¢>
-1.0 0.5 0 0.5 1.0
- »
X
h

Koordinaten des Momentanpols:
xy = hcoty, yy =h+xpcote.

Bahnkurve des Momentanpols:
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Aufgabe 2.1. Die Kurbel OA des dargestellten ebenen Mecha-
nismus (Bild 2.1) rotiert mit der konstanten Winkelgeschwindigkeit €2.
Die Stange AB ist in einer drehbaren Kulisse C'D verschieblich gelagert
und im Punkt A mit der Kurbel gelenkig verbunden. Man bestimme
fiir die gezeichnete Lage die Winkelgeschwindigkeit der Stange AB,
die Geschwindigkeit des Punktes B sowie die Relativgeschwindigkeit
zwischen der Stange und der Kulisse.

’
Losung: wap = 79 cosp; wvg=rl;

Urel :rQ(sinap+ §cosgp) .

"\ B
-~
D
\ _ —F
0/ gp N
VAN
A 'y ¥
~
A
Bild 2.1.

Aufgabe 2.2. Der dargestellte Hebel AB wird im Punkt B durch
eine Kulisse und im Punkt A durch die Stange M A gefiihrt (Bild 2.2).
Die Stange bewegt sich mit der Winkelgeschwindigkeit ¢(¢). Man be-
stimme fiir die dargestellte Lage die Geschwindigkeiten der Punkte B
und C' sowie die Winkelgeschwindigkeit w und die Winkelbeschleuni-
gung w des Hebels.
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/
v A C
'—I
v /
woooM 1= _

Bild 2.2.

Aufgabe 2.3. Eine Stange der Lédnge [ wird mit der konstanten
Geschwindigkeit vy horizontal gefiihrt und geleitet bei B iiber einen
Pfosten (Bild 2.3). Wie grof§ sind die Betrdge von Geschwindigkeit
und Beschleunigung des Punktes P?

Losung: ap = l(ﬁ)2 sin® gp\/sin3 @+ 4cos?p.
a

Bild 2.3.

Aufgabe 2.4. Die Stange (1) des skizzieren Kurbeltriebes (Bild 2.4)
wird mit der konstanten Winkelgeschwindigkeit w angetrieben. Fiir die
gezeichnete Stellung des Kurbeltriebes ermittle man die Lage der Ge-
schwindigkeitspole der drei Stangen gegeniiber dem festen Raum und
die Winkelgeschwindigkeit der Stébe (2) und (3).

Losung: wy = w3 =w.



108 KINEMATIK DES STARREN KORPERS

B

Aufgabe 2.5. Bei einem Kurbeltrieb dreht sich Die Welle des
Trommels (1) mit konstanter Winkelgeschwindigkeit w (Bild 2.5). Be-

stimmen Sie die Geschwindigkeit und die Beschleunigung des Kolbens
D.

Bild 2.5.

Aufgabe 2.6. Der starre Rahmen AEF, auf dem die Scheiben (1)
und (2) drehbar gelagert sind (Bild 2.6)dreht sich mit verédnderlicher
Winkelgeschwindigkeit 2. Die Scheibe (1) rollt ohne Rutschen auf dem
Boden ab und treibt schlupffrei die Scheibe (2) an. Man bestimme
die Winkelgeschwindigkeit w; der Scheibe (1), fiir die Scheibe (2) die
Winkelbeschleunigung w, sowie die Beschleunigung ihres Punktes D.
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\\\ Scheibe 2

1D Scheibe 1

Bild 2.6.

Aufgabe 2.7. Der skizzierte Greifer besteht aus zwei Schalen (Ge-
wicht jeweils €) und dem Auslosegeschirr (Gewicht vernachléssigbar)
(Bild 2.7). Alle Gelenke sind reibungsfrei.

a) Mit welcher Kraft werden die Schalen im Punkt P aufeinander-
gepreBt, wenn die Ausloseseile entspannt sind?

b) Welche Zugkraft in den Ausléseseilen ist zum Offnen der Schalen
notwendig?

ene)

Lo P=
osung 3
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Aufgabe 2.8. Ein Radfahrer fahrt mit einer Geschwindigkeit von
20km/h (Bild 2.8). Der Raddurchmesser betriagt 660mm (26 Zoll-Rad).
Gesucht sind die Raddrehzahl, die Umlaufzeit und die Winkelgeschwin-
digkeit.

Bild 2.8.
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Kinetik des Massenpunktes
und der
Massenpunktsysteme

Beispiel. Eine Bowlingkugel (Masse m) gleitet reibungsfrei mit der
Geschwindigkeit vy auf dem Riicklauf einer Bowlingbahn. Am Ende
des Riicklaufs wird die Kugel auf einer Kreisbahn (Radius r) auf die
Hohe 2r gehoben. Am oberen Teil der Kreisbahn befindet sich eine
glatte Fithrung der Léinge ror. Wie groff mufl die Geschwindigkeit vy
bei gegebenem Winkel ¢ mindestens sein, damit die Kugel die obere
Ebene erreicht?

4
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Loésung:

Die Gwschwindigkeit vy mufl mindestens so grof sein, dass die Ku-
gel die obere Ebene mit der Geschwindigkeit v > 0 erreicht. Aulerdem
muf} sie so grof sein, dass die Normalkraft N zwischen der Kugel und
dem &ufleren Kreisbogen erst bei Erreichen der Fiihrung verschwindet.

Energiesatz zwischen unterer Ebene und oberer Ebene:

2 2

EkO+EpO:Ek1+Ep1 — %—I—O:%—i—ngT

Auflosen liefert:
US =0’ +49r — vg > 4gr.
Energiesazt zwischen unterer Ebene und Beginn der Fiihrung:

By + Epo = Eia + Epo

2 2
% +0= M +mgr(1l+ cospp) .
Bewegungsgleichung;:

2
N m2 igo) =N+ mgcosy.

N Freikorperbild
mg

Forderung fiir ¢ = pp:
N>0 — v*(pp)>greosp.

Auflosen liefert:
v? > (2 + 3cos pp)gr.
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Aufgabe 3.1. Ein horizontal beginnender Wurf (Luftwiderstand
vernachléssigbar) soll so ausgefiihrt werden, dass der geworfene Ball
(Masse m) orthogonal durch einen Ring fliegt, der den horizontalen
Abstand a von der Abwurfstelle hat und unter dem Winkel o gegen
die Horizontale geneigt ist (Bild 3.1). Wie miissen dabei der vertikale
Abstand b und die Anfangsgeschwindigkeit vy gewéhlt werden? Welche
Geschwindigkeit v hat der Ball beim Passieren des Rings?

. a ga
Losung: b = : yg=+/gatana; v =,/ ————.
& Qtana’ g ’ sin v cos
m 0 a X
O—2— >
\\\
\\
\ lg
\
b \ /Q
y4 A%
Bild 3.1.

Aufgabe 3.2. Ein Fufiballspieler spielt den Ball (Masse m) mit der
Geschwindigkeit vy unter dem Winkel oy zur Horizontalen ab (Bild 3.2).
Wiéhrend des Flugs wirkt eine Widerstandskraft £}, = kv entgegen der
Geschwindigkeit auf den Ball. Man bestimme die Geschwindigkeits-
komponenten in Abhéngigkeit von der Zeit. Wie grof ist die Horizon-
talkomponente, wenn der Ball beim Mitspieler (Abstand 1) ist7

t m m t
Losung: i(t) = vocos age m ;  3(t) = 79— %—I—vo sin ao e m .
0‘0

, |

Bild 3.2.
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Aufgabe 3.3. Ein Man schiebt eine Kiste (Masse m, Abmessungen
vernachléssigbar) eine rauhe Kreisbahn (Radius r, Haftungskoeffizient
o, Reibungskoeffizient ) hinauf (Bild 3.3). Die Kraft F' = km wirke

dabei immer unter dem Winkel o = 72 Tangente an die Bahn. Wie

grof mul die Konstante k£ mindestens sein damit sich die Kiste aus
der dargestellten Lage in Bewegung setzt? Wie lauten die Bewegungs-
gleichungen? Wie grof3 ist die Beschleunigung der Kiste zu Beginn der
Bewegung?

\/§Mog .

Losung: k >
1 — po

2 2
ma, = +N —mgcosp — £F; ma; = —R—mgsingp+£F;

2 2
V2

fir o =0 — a:7k(1—u)—ug.

Bild 3.3.

Aufgabe 3.4. Ein Wagen (Masse m) fahrt mit konstanter Ge-
schwindigkeit v durch eine iiberhohte, kreisformige Kurve (Radius r,
Neigungswinkel «) (Bild 3.4). Der Haftungskoeffizient zwischen der
StraBle und den Reifen ist . In welchem Bereich mufl v liegen, damit
der Wagen nicht seitlich rutscht?

fana —pp v? o tana+ o

Lo : .
OSHIS 1+ potana = gr = 1 — pptana
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Bild 3.4.

Aufgabe 3.5. Ein Langldufer (Masse m) hat am Punkt A der Loipe
die Geschwindigkeit v4 = vg (Bild 3.5). Obwohl er beim letzten Auf-
stieg (Hohe h) zum Punkt B nochmals kriftig zulegt, erreicht er diesen

v
nur mit der Geschwindigkeit vp = ?0. In aerodynamisch giinstiger

Haltung (Luftwiderstand vernachléssigbar) fahrt er dann dem Ziel in
C entgegen, das er mit der Geschwindigkeit v, = 4vy durchfidhrt. Dabei
wirkt durch den aufgetauten Schnee zwischen B und C' eine konstan-
te Reibungskraft. Welche Arbeit leistet der Léfer auf dem Weg von
A nach B, wenn die Arbeit der Reibungskraft zwischen diesen Punk-
ten vernachléssighar ist? Wie grof3 ist der Reibungskoeffizient auf der
Strecke BC?

2102 3 40

L& W = — 01, ~N— — -2

osung: W m(gh 0 ) ) 10 5gh

B
4 <]
Zid ~
C
Bild 3.5.

Aufgabe 3.6. Die skizzierte Forderanlage fiir Pakete (Bild 3.6)
soll so ausgelegt werden, dass das Fordergut mit einer Geschwindig-
keit v, = 0.1m/s den Auslauf der Rutsche verldfit und auf das dort
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aufgestellte Band féllt. Die Anfangsgeschwindigkeit am Kopf der Rut-
sche ist v; = 1.2m/s. Die Reibzahl zwischen Paket und Rutsche betréagt
# = 0.3. Man berechne:

1. Die Beschleunigung auf der Rutsche;

2. Die Verzogerung im Auslauf L;

3. Die Endgeschwindigkeit beim Verlassen der Rutsche;

4. Die Lange L des Auslaufs.

Gegeben: h =4m; «a=30°.

Hinweis: Der Knick K ist zu vernachléssigen.

QO |

CEL

Bild 3.6.

Aufgabe 3.7. Eine Motorwinde M zieht eine Last vom Gewicht
G = mg auf einer rauhen, schiefen Ebene (Reibungskoeffizient )
(Bild 3.7) mit konstanter Geschwindigkeit vy hinauf. Welche elektri-
sche Leistung P4 mufl die Winde bei Wirkungsgrad n aufnehmen?

G
Losung: Py = —(sina + pcos )y .
n

M
o

Bild 3.7.

Aufgabe 3.8. Eine Kugel wird nach Skizze (Bild 3.8) von einem um
= 5m erhohten Punkt auf eine Schrige mit 20% Gefille geworfen.
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Fiir den Abwurfwinkel von 60° und die Abwurfgeschwindigkeit von
15m/ssind zu bestimmen:

a) die Flugzeit;

b) die Entfernung des Auftreffpunktes vom Fufipunkt;

c¢) Die Auftreffgeschwindigkeit und der Auftreffwinkel;

d) die maximale Steighohe;

e) die Flugzeit bis zur maximalen Steighthe.

Der Luftwiderstand soll vernachléssigt werden.

Losung: tf = 3.27s ; e = 25m ; v; = 20.5m/s ;

Ymax = S.6m ; T = 1.325 .

Bild 3.8.

Aufgabe 3.9. Ein auf Kreisbahn gefiihrtet Massenpunkt erfdhrt
infolge der Erdschwere die Tangentialbeschleunigung g cos ¢ (Bild 3.9).
Er wird in A aus der Ruhelage losgelassen. Gesucht sind die Geschwin-
digkeit und die Beschleunigung in Abhéngigkeit vom Winkel ¢.

Losung: v = \/2gRsinp; a= gy/1+ 3sin®yp.

Bild 3.9.
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Aufgabe 3.10. Ein Raketenschlitten der Masse m, der sich mit
der Geschwindigkeit vy bewegt (Bild 3.10), soll durch den Raketenmo-
tor innerhalb der Zeit ¢ abgebremst werden. Der zeitlich verénderliche

t
SdmbhﬁuﬁeGﬁ%eF@):}%ﬁn%—umiwﬂhnmnt:(ﬂﬁst:tL
1

Wie grofi mufl Fj sein, damit der Raketenschlitten zur Zeit ¢; die
Geschwindigkeit v; = 0 hat?

Losung: Fy = W;rtwo :
1
Yo
4—
F(t
LR ==_ m )

Bild 3.10.

Aufgabe 3.11. Ein Fahrschiff (Masse m), auf das ein konstanter
Wasserwiderstand W einwirkt, fahrt mit der Geschwindigkeit v, auf ei-
ne Kaimauer zu (Bild 3.11). An der Stelle z = 0 beginnt eine Bremsung
mit konstanter Bremskraft F. Im Abstand a von der Mauer kommt das
Schiff zum Stillstand und fahrt dann mit konstanter Antriebskraft 0.5F
zuriick, so dass es bei x = 0 wieder die Hélfte der urspriinglichen An-
fangsgeschwindigkeit besitzt. Wie grof3 sind die Bremskraft F' und der
der Bewegungsrichtung entgegengesetzte Wasserwiderstand W7

Gegeben: vg; L; a; m.

5 mu? 1 mv?
Losung: F = ——9 - =90
osung L—q 2L —aq
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0,
%
77777777
-
X s/
. L
Bild 3.11.

Aufgabe 3.12. Eine Kugel der Masse m fliegt mit einer Geschwin-
digkeit vgy. Sie explodiert in zwei Teile (Bild 3.12). Die Richtungen oy
und ap sowie die Geschwindigkeit v; unmittelbar nach der Explosion
werden gemessen.

a) Wie grof§ sind my und vy?

b) Auf welcher Bahn bewegt sich der Massenmittelpunkt der Bruch-
stiicke?

-0 —0.

. Vo
Losung: m; = m—tanag; vy = o ,  Ys =
U1 COS (rg — o+ SN Qv

ijl
m

Bild 3.12.

Aufgabe 3.13. Ein Reisenrad vom Radius r deht sich mit kon-
stanter Geschwindigkeit w (Bild 3.13). Die Gondeln, jede vom Gewicht
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G einscglieBlich Insassen, kénnen als senkrecht hingend angenommen
werden.

a) Welche Beschleunigungen nach Gréfle und Richtung erfahren die
Insassen in den vier skiezzierten Gondeln?

b) Welche Kréfte nach Grofle und Richtung werden von der Auf-
héngung auf die obere bzw. untere Gondel ausgeiibt?

Losung: a) a = —rw?e, ;

b) F, = g(g —wir); F,= g(g—i—oﬂr)

Bild 3.13.
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Relativbewegung des
Massenpunktes

Beispiel. Der Aufhidngepunkt A eines methematischen Pendels (Mas-
se m, Linge [) bewegt sich mit der konstanten Beschleunigung aq in
horizontaler Richtung. Wie lautet die Bewegungsgleichung?

Losung:

Wir fithren ein (&, n)-Koordinatsystem ein, das sich rein translato-
risch mit dem Aufhédngepunkt bewegt und beschreiben die Bewegung
in diesem System.

121
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4 €x 4{» Freikorperbild
? %S
m
G=mg
Bewgungsgleichung: .
map = F

mit
ap = Qf + Grel (60 = 0) .

Fithrungs- und Relativbeschleunigung:
af - [%0:| ) C_I:rel = |:§:| .

E=lsing — E=Ipcosp—Ilp*sing,
n=—lcose — ii=I@sing+Ipicosyp.

Geometrie:

Kraft: g
F= {S cos ;lifng} ’
Einsetzen liefert:
m(ag + 1¢ cos p — [p*sinp) = —Ssing,
m(lg sin p + 1% cos ) = S cosp —myg.

Elimination von S liefert:

lp+gsinp +apcosep =0.
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Aufgabe 4.1. In dem dargestellten System rotieren zwei Scheiben
mit den konstanten Winkelgeschwindigkeiten €2 bzw. w um ihre Achsen
(Bild 4.1). Man bestimme die Beschleunigung des Punlktes P in der
gezeichneten Lage.

Losung:
2rwSlsin @

ap = |—(a+rcosp)? —rw?cosp
—rw?sin

Bild 4.1.

Aufgabe 4.2. Ein abgewinkelten Hebel 0E A rotiert mit der kon-
stanten Winkelgeschwindigkeit €2 um die z-Achse (Bild 4.2). Im Punkt
A des Hebels ist eine Scheibe (Radius r) befestigt, die sich mit der
konstanten Winkelgeschwindigkeit w um ihre Achse dreht. Man be-
stimme die Geschwindigkeit und die Beschleunigung des Punktes P in
der dargestellten Lage.
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E
[
OVA 4
0 N

i

o )

Bild 4.2.

Aufgabe 4.3. Eine Kreisscheibe rotiert mit der Winkelgeschwin-
digkeit ¥ und der Winkelbeschleunigung ¢ um ihren Mittelpunkt M.
Auf der Scheibe bewegt sich ein Punkt P mit der relativen Winkel-
geschwindigkeit ¢ und relativen Winkelbeschleunigung ¢ auf einer
Kreisbahn (Mittelpunkt 0, Radius r) (Bild 4.3). Man bestimme die
Geschwindigkeit vp und die Beschleunigung ap in den scheibenfesten
Koordinaten x, y, 2

Bild 4.3.

Aufgabe 4.4. Eine Kreisscheibe (Radius r) rotiert mit der kon-
stanten Winkelgeschwindigkeit €2. Im Abstand a vom Mittelpunkt ist
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auf einer glatten Fithrungsschiene ein Klotz (Masse m) arretiert (Bild
4.4). Mit welcher Relativgeschwindigkeit erreicht der Klotz nach dem
Losen der Arretierung den Rand der Scheibe?

Losung: (tg) = Qvr? —a?.

®8

Bild 4.4.

Aufgabe 4.5. Ein Kreisring (Radius r) rotiert mit konstanter Win-
kelgeschwindigkeit 2 um die z-Achse. Im Ring befindet sich eine klei-
ne Kugel (Masse m), die relativ zum Ring reibungsfrei gleiten kann
(Bild 4.5). Man ermittle die Bewegungsgleichungen sowie die Gleich-
gewichtslagen der Kugel relativ zum Ring.
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Aufgabe 4.6. Eine Kreisscheibe rotiert mit der Winkelgeschwin-
digkeit w und der Winkelbeschleunigung o um den raumfesten Punkt
B. Der scheibenfeste Bolzen C' gleitet in der Nut einer in A gelenkig
gelagerten Kulisse AD (Bild 4.6). Man bestimme fiir die gezeichnete
Lage die Geschwindigkeit v~ und die Beschleunigung a¢ des Bolzens C'.
Man bestimme die Relativgeschwindigkeit v, des Bolzens gegeniiber
der Kulisse und Winkelgeschwindigkeit wx der Kulisse. Man bestimme
die Relativbeschleunigung a,, des Bolzens gegeniiber der Kulisse und
die Winkelbeschleunigung wy der Kulisse.

Bild 4.6.
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Kinetik des starren Korpers

Beispiel. Ein Zylinderrollenlager besteht aus einem diinnwandigen
AuBlenring (Radius rg, Masse m) und sechs homogenen Zylindern (je-
weils Radius rz, Masse m). Auf den Auflenring ist ein Faden (Masse
vernachlissigbar) aufgewickelt, an dessen Ende ein Gewicht (Masse m)
hingt. Wie grof ist die Beschleunigung des Gewichts?

/
oy _ {2
R
m m
m T
Loésung:
Energiesatz:

E, + E, = const .

127
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Kinetische Energie:

) 2 2
mi Opw mu
s +6<—Z

Ep =+

2 2

AN
2 2

Potentielle Energie:

Kinematik:
S'L’:T’RWR, Vg =TzWz, x':2vZ.

Massentragheitsmomente:

2
mr
© R =mMTr 2 ) S} z = 9 Z
Einstzen liefert:
1742
— gx = const.
8
Differentiation des Energiesatzes:
17zx . 4g

—gr=0 — I=-—=.

4 17

Aufgabe 5.1. Auf einer glatten, horizontalen Ebene liegt ein Keil
der Masse my, auf dem ein zweiter kleinerer Keil der Masse my rei-
bungsfrei gleiten kann (Bild 5.1). Wie gro8 sind die Beschleunigun-
gen beider Keile? Man kontrolliere das Ergebnis anhandder Grenzfille

s

mp — oo und a = 7.
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La . g tan o 0
osung: r; = 1+ (1+z—f)tan2a7 y=V.
y gtan o ) (1+ z—f)gtaHQQ
TN tanle’ T 14 (1 ™) tanla
mo mi
m
a
s/
Bild 5.1.

Aufgabe 5.2. Auf der Plattform eines Wagens der Masse m; liegt
eine Kiste der Masse my (Bild 5.2). An dem urspriinglich stehenden
Wagen greift eine Kraft F' an, die ihn so stark beschleunigt, dass die
Kiste rutscht (Reibungszahl p). Nach welcher Zeit T' fillt die Kiste
vom Wagen?

21m1
Losung: T = )
& \/F — pg(my +my)

l |
| m,
m, i
ol
Bild 5.2.

Aufgabe 5.3. Auf der geneigten Deckflache eines Korpers (1) ruht
anfangs ein Klotz (Masse m, Haftreibungskoethizient (1) (Bild 5.3). Der
Korper (1) ist auf seiner Unterlage reibungsfrei beweglich. Wie grof}
muB die Beschleunigung a des Korpers (1) mindestens sein, damit der
Klotz auf der Deckfliche herunterrutscht?

Gegeben: po; «; g; (o >tana).
—t
1+ potan o
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Ho 1

Bild 5.3.

Aufgabe 5.4. Auf eine reibungsfrei gelagerte, ruhende Scheibe (1)
(Masse m, Radius 71) wird eine mit der Winkelgeschwindigkeit ws
rotierende Scheibe (2) (Masse m, Radius r2) konzentrisch aufgesetzt
(Bild 5.4). Infolge der Reibung zwischen den Scheiben nehmen sie nach
einiger Zeit eine gemeinsame Winkelgeschwindigkeit an. Wie grof ist
diese? Wie grof ist die Anderung der kinetischen Energie?

r 1 r2rs

2
wy; AE, = ——mw )
r?2+r3 " 47722 2

Losung: w =

=
N

Bild 5.4.

Aufgabe 5.5. Auf einer Stufenrolle (Radien 7 bzw 75) sind zwei
Faden aufgewickelt, an deren Enden jeweils ein Gewicht (Massen m;
bzw my) hangt (Bild 5.5). Die Rolle ist in A um ihre Achse reibungsfrei
drehbar gelagert. Wie gro8 mufl das Trégheitsmoment © 4 der Rolle
mindestens sein, damit beim Abwickeln keiner der Féaden schlaff wird?

Losung: © 4 > moary(r; — r3) .
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Bild 5.5.

Aufgabe 5.6. Eine homogene Kreisscheibe mit dem Radius ry
(Dicke d, Dichte p) besitzt eine Bohrung vom Radius r; derart, dass
sich die beiden Kreise in einem Punkt beriihren (Bild 5.6). Man bestim-
me die Lage des Massenmittelpunktes C' sowie die Massentrigheits-
momente um die zur Scheibe senkrechten Achsen durch O und C.

Gegeben: r1; ry; d; 0.

ri

Losung: x¢ = — i Yo =0;
1+ T -
wdo 2rir
Oc = —(rs —r? r2+r2—+2}
c 5 (r3 1){2 L 4 ra)?
Y
@)

Bild 5.6.

Aufgabe 5.7. Die dargestellte Scheibe (Dichte p) (Bild 5.7) hat

im Bereich r; < r < ry die konstante Breite by und im Bereich

ro < r < r3 die verindeliche Breite b(r) = bo% an bestimme das

Massentréagheitsmoment O, beziiglich der Drehachse a — a.
(ry —ri) | 2ra(r§ —13)

2 3

Losung: ©, = mobgy
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Tr

Bild 5.7.

Aufgabe 5.8. Bestimmen Sie das Massentriagheitsmoment O, ei-
nes homogenen Ringes (Dichte p) mit Kreisquerschnitt C' (Bild 5.8).

3C?
Losung: ©, = m(R2 + T) :

C | @

Bild 5.8.

Aufgabe 5.9. Fiir den homogenen Kegel der Masse m sind die
Tragheitsmomente O, und ©,(Bild 5.9).

3mR? ‘ 3m (R2 )

Lo 10, = Q,=—|—+H?
osung o y +

5 \ 4
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Bild 5.9.

Aufgabe 5.10. Ein homogener Quader (Hohe h, Breite b = 3h,
Tiefe ¢, Dichte p) liegt so auf einer rauhen Stufe (Haftungskoeffizient
o = 0.5), dass sich der Schwerpunkt S vertikal iiber der Kante befindet
(Bild 5.10). Durch eine kleine Stérung fangt er zum Zeitpunkt ¢ = 0 zu
kippen an. Bei welchem Winkel ¢, beginnt der Quader im Beriithrpunkt
B zu rutschen?

Losung: ¢ = 0.197=34°.

—

Bild 5.10.

Aufgabe 5.11. Auf einem Band (Masse vernachldssigbar), das
in D befestigt ist und {iber eine Umlenkrolle (Radius r;, Masse m)
gefithrt wird, liegt ein Zylinder (Radius R,, Masse mo) (Bild 5.11).
Im Punkt A des Bandes greift eine Kraft F' an. Wie grof§ sind die
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Schnittkrifte im Band sowie die Beschleunigung des Punktes A, wenn
das Band an keiner Stelle rutscht?
3F +2myg g F 4+ (2m; +ma)g

Losung: Sy = 3+% ; 2 3+% ;
_m Y
3+
i
/ 4
/B

\

m,
Bild 5.11.

Aufgabe 5.12. Auf einer homogenen zylindrischen Walze der Mas-
se my ist ein dehnstarres Seil aufgewickelt, an dem eine Masse vom Ge-
wicht myg hingt (Bild 5.12). Zu bestimmen sind die Beschleunigung
der Masse mo und die Seilkraft S, wenn die Walze sich in A frei drehen
kann. Die Masse des Seils sei vernachlassigbar.
2meg _ mymag

Losung: & = ————; =
my + 2ms my + 2ms

Bild 5.12.
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Aufgabe 5.13. Ein homogene Walze (Gewicht G = mg) rollt eine
rauhe schiefe Ebene (Haftungskoeffizient ) hinunter (Bild 5.13). Wie
grof3 ist ihre Beschleunigung a und unter welchen Umsténden ist reines
Rollen moglich?

Losung: a = —gsina; o > -tana.

3 3
Ho
a

Bild 5.13.

Aufgabe 5.14. Bei einem Aufzug treibt die Rolle (1) die Seiltrom-
mel (2) ohne Schlupf an (Bild 5.14). Wie grof sind die Beschleunigung
a des Aufzuges (Gewicht G = mg) und die Seilkraft S, wenn der An-
trieb durch ein konstantes Moment M, erfolgt?

M €] C)

L Mo—mg (T
osung: a = o, 9, o, 0,
m+ 5+ 5 m+ >+ 5
1 2

Bild 5.14.

Aufgabe 5.15. Bei nebenstehendem System sind zwei homoge-
ne Rollen der Masse m iiber ein dehnstarres Seil mit einem Korper
vom Gewicht G7 = 5mg verbunden (Bild 5.15). Wie groB sind die
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Beschleunigung des Korpers und die Seilkréifte, wenn das System sich
selbst iiberlassen ist und an keiner Stelle Gleiten auftritt?
9g _ 50mg _ 4lmg

A _
OSUNE: UL = 775 W1 = THgm s P27 g

Bild 5.15.

Aufgabe 5.16. Eine Platte (Masse m) gleitet auf einer rauhen
schiefen Ebene (Neigungswinkel «, Reibungskoeffizient p) abwirts.
Auf der Platte rollt eine homogene Kreisscheibe (Radius r, Masse m)
(Bild 5.16). Der Haftungskoeffizient zwischen Platte und Scheibe ist
to- Man bestimme die Beschleunigungen der Platte und des Schwer-
punkts der Scheibe sowie die Winkelbeshcleunigung der Scheibe. Wie
grofl mufl o mindestens sein, damit die Scheibe nicht rutscht?

) . ( , 3ucosa) . ( , ucosa)
Losung: i = g| sina — . iy =gl sina — ;

2 2

. g
Y = —cosa.
r

mluo

m

U
a

Bild 5.16.

Aufgabe 5.17. Die Tiir (Masse m, Massentragheitsmoment © 4)
eines Fahrzeugs steht offen (Bild 5.17). Der Schwerpunkt S der Tiir
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hat Abstand b von den reibungsfreien Angeln A. Mit welcher Winkel-
geschwindigkeit fallt die Tiir ins SchloB, wenn das Fahrzeug mit der
konstanten Beschleunigung ay anfahrt?

Losung: @(g) = Qn(;ZOb
)

Tao

il

Bild 5.17.

Aufgabe 5.18. Eine Jo-Jo-Rolle (Gewicht mg, Trigheitsmoment
©4) bewegt sich zum Zeitpunkt ¢ = 0 mit den Geschwindichkeiten vy
und wp (Bild 5.18). Wie grof§ sind die Geschwindigkeiten v; und w;

zum Zeitpunkt ¢, wenn am Faden mit der Kraft S(t) = St—?t gezogen
wird?

Sot Sot
Losung: wy = wqy + 7“2@0A1 ;v =vy+ gty — 20_m1'
(1)
« m
Bild 5.18.

Aufgabe 5.19. Eine homogene Kreisscheibe (1) (Masse my) ist
im Punkt A reibungsfrei drehbar mit einer homogenen Kreisscheibe
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(2) (Masse my) verbunden, welche in B reibungsfrei drehbar gela-
gert ist (Bild 5.19). Die Scheibe (1) dreht sich zunéchst mit der Win-
kelgeschwindigkeit w, wihrend die Scheibe (2) in Ruhe ist. Plotzlich
blockiert das Lager in A; die beiden Scheiben sind dann starr mit-
einander verbunden. Man bestimme die Winkelgeschwindigkeit (2 der
Scheiben nach dem Blockieren, die in A und B auftretenden Kraft-
und Momentenstdfe sowie die Anderung der kinetischen Energie.

Bild 5.19.

Aufgabe 5.20. Eine diinne Kreisscheibe (Masse m) rotiert mit
konstenter Winkelgeschwindigkeit 2 um einen masselosen Schaft (Bild
5.20). Im Gelenk A ist der Schaft mit der Lénge L in der Zeichene-
bene frei drehbar. Durcheine kleine Stérung kippt das System aus der
labilen Gleichgewichtslage ¢ = 0. Man berechne die absolute Winkel-
geschwindigkeit waps() und das Lagermoment M 4.

Losung:

Q
_ 0

L‘_jabs —
8gL(1—cos p)
412472

Bild 5.20.



Kapitel 6

Prinzipien der Mechanik

Beispiel. Ein homogener Winkel (Masse m) rotiert mit konstanter
Winkelgeschwindigkeit €2 um eine Achse durch 0. Man bestimme die
Schnittgroflen durch formale Riickfithrung auf die Statik.

e

Losung:

Wir schneiden zuerst den afleren Schenkel an der Stelle ;. Auf
ein Massenelement dm an der Stelle s (Abstand vom linken Ende)
wirkt als “Belastung” die d’Alembertsche Trigheitskraft dmrQ?. Die
Schnittgrofien folgen durch Integration.

Massenelement:
dm = aT bds =pds, p= a:rLL ;- Masse pro Liangeneinheit.

139
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A N(x,=0)
M(x,=0)
X T, 00=0)
z
dm(a-s).(.)21 X
1

M(x,=b) AO(x,=b)

Nex ;;@

<_._
002=0) " M(x,-0)

N(x,=0)

i

o

i

0

Ny
'V
RYe)

N

Geometrie:

(b—s)

, a
cosp=-—=, sinp=—.
T r
Normalkraft (0 < x; < b):

1

1 1 9
N(zy) = / Q2 cos pdm = / Q?(b — s)uds = pQ? (bs — %)
0 0

0

22
— N(xp) = puQ? (bx1 — ?1) .

Querkraft (0 < zy <b):

Q(z1) :/ Q% sin pdm :/ Qapds
0 0
— Q(z1) = pax; .

Biegemoment (0 < x; < b):

T1 2
M(xl):/o Q) — M(ry) = p? ™

Ubergangsbedingungen:



KINETIK 141
Normalkraft und Querkraft (0 < zy < a):

o 9
N(xz9) = Ny —|—/ pQ*(a — s)ds — N(xg) = p? (ab 1 azy — %) :
0

62
Q(z2) = Qo — Q(x2) = —NQQE-
Biegemoment (0 < z5 < a):
b*(a —
M (x3) = My + 22Q0 — M(x2) = MQQ (a2 72)
,uQ%’ uQ%ab .
® uQ%ab ® ’quaVZb
@

Aufgabe 6.1. Eine Walze (Radius r, Masse m) rollt auf einer kreis-
formigen Bahn (Radius R) (Bild 6.1). Man bestimme die Bewegungs-
gleichung durch formale Riickfithrung auf die Statik.

29

L G
osung: ¢ + —3(R 7

singp = 0.

&%

Bild 6.1.

Aufgabe 6.2. Eine Kurbel rotiert mit der konstanten Winkelge-
schwindigkeit €. Thr Handgriff AB (Lénge [, Masse m) besitzt eine
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gleichformige Massenverteilung and hat einen Kreisquerschnitt (Ra-
dius r) (Bild 6.2). Man bestimme die maximale Biegespannung im
Handgriff.

3} 2mlR$)?
Losung: opmax = —
r
R
A
2r
m
B
%""
ﬁ.Z
>0
Bild 6.2.

Aufgabe 6.3. Eine Hubvorrichtung besteht aus zwei fest verbun-
denen, zylindrischen Rollen (Massen m; = 4m und my = 4m, Radien
ry = 3r und r = r) (Bild 6.3). Aus der Ruhelage wird das System mit
dem Drehmoment

M(G) = My (1 - i)

2]

angetrieben. Dabei wird iiber ein Massenloses Seil und eine Rolle (Mas-
se mg = m, Radius r3 = 2r) die Last (Masse m4 = 7m) angehoben.

a) Sellen Sie die kinematische Beziehungen zwischen ¢; = ¢, ¢,
j?3 und Zt4 auf.

b) Ermitteln Sie die Winkelbeschleunigung ¢ der Winde.

¢) Welche maximale Hubgeschwindigkeit vy« erreicht die Last?
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/
(o)

Bild 6.3.

Aufgabe 6.4. Ein Inline-Skater befihrt eine Halfpipe mit Radius
r (Bild 6.4). Vereinfachend sei angenommen, dass sich sein Schwer-
punkt auf der Bahnkurve der Halfpipe bewegt. Der Inline-Skater hat
die Masse m.

a) Wie schnell wird der Inline-Skater maximal, wenn er sich rei-
bungsfrei in der Halfpipe bewegt?

b) Die Inline-Skaterschuhe haben eine normalkraftabhéngige Rei-
bung u, auf der Oberfliche der Halfpipe. Wie schnell wird der Inline-
Skater jetzt maximal?

¢) Wie hoch muf§ der Inline-Skater beim Skaten auf der einen Seite
mindestens springen, um mit der Reibung p,. seiner Inline-Skaterschuhe
auf der anderen Seite anzukommen?
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Bild 6.4.

Aufgabe 6.5. Die Fahrt einer Achtenbahn durch einen Looping
soll untersucht werden (Bild 6.5). Fiir die Untersuchung sind der Ein-
und Auslauf zu vernachlédssigen, so dass der Looping eine Schrauben-
linie darstellt (Radius R, Ganghohe T'); ebenso sollen Reibung und
Luftwiderstand nicht in die Betrachtung einbezogen werden.

a) Welche Geschwindigkeit mufl ein Wagen am Beginn des Loopings
midestens haben, damit die Insassen den Looping sicher durchfahren
konnen.

b) Welche Energie besitzt der Wagen (Masse myy ) im Scheitelpunkt
des Loopings, wenn er voll besetzt (m;) ist und welche Anfangshche
H ist dafiir notig, wenn er diese gerade so iiberquert? Wie dndert sich
die Anfangshohe, wenn der Wagen nur zur Hélfte besetzt ist?

Bild 6.5.
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Aufgabe 6.6. Die Neigung der Sitzflache (Breite vernachlissigbar
klein) einer schraubenférmigen Wasserrutsche (Radius r, Ganghohe H)
soll so eingestellt werden, dass man beim Rutschen nicht die Seitenbe-
grenzung der Sitzflache beriihrt (Bild 6.6). Brave Kinder (Massenpunkt
m) rutschen reibungsfrei ohne Anfangsgeschwindigkeit los.

a) Wie grof8 ist die Geschwindigkeit des Massenpunktes als Funk-
tion von ?

b) Bestimmen Sie den Beschleunigungsvektor @ des Massenpunktes
auf der Bahn.

c¢) Zeichnen Sie ein Schnittbild mit den auf den Massenpunkt wir-
kenden Kraften und bestimmen Sie diese Kréfte als Funktion von .

d) Bei welchem Neigungswinkel () der Sitzfliche wirkt an der
Seitenbegrenzung keine Kraft?

= Schnitt 4-4

I \\\m\\ k
-
N |

A

\
\
\
\
\
\
\
\
\
s \
\
\
\
\
\
\
\
\
\
\
N /\

Bild 6.6.

Aufgabe 6.7. Ein Motor wirkt mit einem konstanten Moment M
auf das Antriebsrad (Masse m;, Radius r;) einer Hebevorrichtung. Die-
ses treibt den als Stufenwelle ausgebildeten Abtrieb (Masse mo, Radius
ro bzw. Masse mg, Radius r3) tiber die groflere Stufe an. Auf der klei-
neren ist ein Seil (Masse vernachlissigbar) aufgewickelt, an dem eine
Last (Masse my) hangt (Bild 6.7). Mit welcher Beschleunigung bewegt

sich die Last, wenn zwischen den Radern kein Rutschen auftritt?
rirg

%(%)2(7711 +mg) + %m:a +my

My — myug

Losung: ¢ =
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Bild 6.7.
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